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Vornrort. 

Uie Königliche Gesellschaft der Wissenschaften zn Copenhagen hatte im 
Jahre 1837 folgende Preisfrage gestellt 

Proponitür qnaestio de aeqoationum transcendentiom radicibus indai- 
gandis et quidem postolatur: 

1. Ut plene et perfecte dedacantur interqne se comparenlor meihodt fps»- 
rum radices inveniendi, ita nt quaenam cuiuscnnque sint virtntes quaenaai 
imperfectiones accurate indicetnr, quibusve casibns nnaquaeqae rit 
magis minusve accommodata. 

2. Ut diligenter inqairator quatenus vel qnibus saltem adhibitis cautioni» 
bus methodos, quibus vnlgo in algebraicis aequationibos radices reales 
aat ab imaginariia separentor ant inter se^ ad Iranscendentes qnoqae 
extendere liceat 

3. Ut expoaatar conspectus, quantom fieri possit^ plenns tarn ifpecialiam 
aeqnationum quam generum eamm^ qnae qaidem forma franacendenti 
in grarissimis analyseos applicatae partibus occnrronti simol com re* 
gulis, quin fortasse tabulis ad usum ipsum accomodatisi qoibus revera 
faciliores ac breviores reddautur calcoli iUi radiciimy alias saepe pro- 
lixissimL 

Das Folgende ist ein genauer Abdruck der Schrift ^ die ich der 
KönigL G. d. W. im December t837 überreicht habe{ idh habe nur nur 
einige aulserwesenüiche Aenderungen erlaubt^ wie namentlich, da(s ich da, 
wo ich, der Bestimmung der Schrift gemiCs, von meinen eigenen Arbeiten 
als denen eines Dritten sprechen mulste, dies nun geändert habe. 
Göttmgen, den 6« Januar 1840. 
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1. Stfrrig Vebtr äie jti^Visung der fr^mcmdenitn OleicJmngen* 



Jlfie Königliche Societät der Wissenschaften hat als Preisfrage die AnP* 
gäbe gestellt, die Wurzeln der transcendenten Gleichungen zu finden. In- 
dem ich es unternehme, diese Frage zu beantworten, will ich zuvor Folgen- 
des bemerken. Ich setzte voraus, dalüs die KönigL Societät d« W. nur die 
Auflösung der numerischen transcendenten Gleichungen verlangt, und zwar 
blofs solcher, in welchen nur eine unbekannte Gröüse vorkommt Eine all- 
gemeine Auflösung der lUteralen transcendenten Gleichungen kann wohl 
nach dem gegenwärtigen Zustande der Wissenschaft nicht verlangt werden, 
da man noch nicht im Stande ist, dasselbe in Beziehung auf die litteralen 
algebraischen Gleichungen zu leisten. Aus demselben Grunde glaube ich, 
die Aufgabe, aus mehreren transcendenten Gleichungen, in welchen eben 
so viele unbekannte Gröfsen vorkommen, die Werthe dieser Gröfsen 
zu finden, bei Seite setzen zu dürfen« Um diese Aufgabe zu lösen, mufste 
man alle unbekannten Gröfsen, bis auf eine, eliminiren. Diese Elimination 
aber, welche schon in dem Falle, wenn die Gleichungen algebraische sind, 
bedeutende Schwierigkeiten darbietet, stöfst bei den transcendenten Glei- 
chungen auf unubersteigliche Hindernisse. Ich werde daher die Untersuchung 
darauf beschränken, zu zeigen, wie man bei jeder gegebenen numerischen 
transcendenten Gleichung die reeUen Wurzeln mit beliebiger Genauig- 
keit berechnen und das Vorhandensein der imaginären Wurzeln entdecken 
kann. Was dagegen die numerischen Werihe der imaginären Wurzeln 
betrifft, so kann deren Berechnung um so weniger verlangt werden, da bis 
jetzt keine Methode existirt, die solches mit Bequemlichkeit fiir die alge- 
braischen Gleichungen leistet. Die einzige sichere Methode, welche man 
besitzt, um die Werthe der imaginären Wurzeln algebraischer Gleichungen 
zu finden, ist die, welche Fourier zuerst angedeutet hat Ich werde spä- 
ter zu zeigen suchen , in wiefern diese Methode auf die transcendenten 
Gleichungen anwendbar ist. 

Die Societät d. W, hat in dem Programme die Frage in drei Theile 
getheilt. Ich werde, dieser Eintheilung folgend, zuerst von den vorhandenen 
Methoden zur Auflösung der transcendenten Gleichungen sprechen ; alsdann 
zeigen, wie man diese Gleichungen wirklich auflösen kann, und zuletzt An- 
wendungen davon auf besonders häufig vorkommende Beispiele machen. 
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I. Aeltere Methoden. 

1. Eine besondere Behandlung der Auflösung der transeendenten 
Gleichungen findet sich, so viel mir bekannt ist, nirgendwo. In einzelnen 
Fällen hat man solche Gleichungen entweder durch blofses Probiren auf- 
zulösen gesucht, welches Verfahren, als unsicher und unwissenschaftlich, 
keine weitere Beachtung verdient, oder man hat die bereits bekannten Me- 
thoden zur Auflösung der algebraischen Gleichungen auch auf die transeen- 
denten ausgedehnt. Bekanntlich hat aber zuerst Ltufrange eine sichere 
Methode zur Auflösung der algebraischen Gleichungen gegeben, während 
die älteren Methoden mit Mängeln behaftet sind, die sie ganz unbrauchbar 
machen und die ich hier nicht besonders hervorzuheben brauche, da dieser 
grofse Mathematiker sie bereits in das hellste Licht gesetzt hat Es ver» 
steht sich daher von sel|))st, dafs die Anwendung dieser älteren Methoden 
auf die transeendenten Gleichungen dieselben Mängeln haben ; wo sie häufig 
noch viel bedeutender sein können. 

So z. B. wendet Euler ^^ die NewtonBohe Approximations* Methode 
an, um mehrere transcendente Gleichungen aufzulösen. Die Mängel dieser 
Methode hat aber bereits Lagrange ^^^ nachgewiesen. An einem andern 
Orte "^^^3 bat Etiler die Ber^oulliBche Methode angewandt um die kleinste 
Wurzel der Gleichung 

* "^ *~273 + 2.3.4.5~2.3.4.6.6.7 + 



• . • . 



ZU finden, wobei er jedoch selbst bemerkt, dafs diese Methode nur selten zur 
Erfindung der Wurzeln transcendenter Gleichungen angewandt werden könne. 
Dieselbe Methode hat Euler auch später benutzt -(*), um die kleinsten Wur- 
zeln einiger transeendenten Gleichungen zu finden. Die ausfuhrliche Dar» 
Stellung, welche Euler *{*f ) der Bernoullischen Methode gewidmet hat und 
die Bemerkungen, welche Lagrange später hinzugefugt hat, zeigen zur 
Crenfige, dafs die Anwendung dieser Methode, selbst auf algebraische Glei- 
chungen, sehr beschränkt ist und daher noch weniger zur allgemeinen Anf- 
lösnn£ der transeendenten Gleichungen £ebraucht werden kann. Man er* 



«) Instit calc. difi*. T. O. $. S4S seqq. 
^^} Resol. des equat. num. No.V. 



M«) Introd. in anal. inr. L I. §.355. 

ßNova act Acad. Pelr. Tom. 
) Introd. in an. inf. L L C. 17. 



-) Nova act Acad. Pelr. Tom. DL p. S8 seqq. 
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hAK Dem) loh vanuittelut dieser Methode nur Niherungswerthe der gröfsten 
und kleluiiteu Wursel» und mwiir nur in dem Falle i wenn die Gleichang 
kein I^HHr »uinimmongehörender imaginärer Wurzeln baf> deren Prodnct grö- 
Awr M ala da» O^^drat der gri^fston reellen Wurzel. Im entgegengesetzten 
Ifall^ i»t die Methode unbrauchbar. In der neuesten 2ieit hat freilich Fem- 
rkr^) Andeutungen gegeben i wie die Bernonllische Methode v^bessert 
«ud aur Auffindung aller Wurzeln gebraucht werden könne und idi^^) 
kabe naobgt>wie«ent data sich diese Andeutungen allerdings realidren las* 
mniks In wie tVru nun die^e Ausbildung der Beraoullischen Methode sich 
aui>h auf die trauscendeuten Gleichuugen anwenden lasse, werde ick spä- 
ter uuter«ut4iem 

W^ L^ßrm^*9A» Melkode zur Aufl&nug der algekraisdieo Glei- 
ekiMlfMi ist zwar« y^mi tkeoreiiscim^ Seile ketrzditet) atrezg ricktig« aber iz 
ikriHr Auwt^dhiiig. wie bekazut» grofsez Sckwier^eitez zzterworfez. Ikr 
WfQkiMlH'^er Maingel ttegt darin^i dafo man eize Zakl kezzea nzfe^ die 
iWii^ ab der kk^zsle Vztersckied der Wzraelz kt Die Azfiszckzzg die- 
«er Kak) ab<Nr erfonkH. sokaM die Gleiekzi« tm eizem kzhea Grzde iat, 
Ikart zu^uoOibkrWt' Reckzzzgez; wie es L yrzu j e sdksl sdmi keaerki kzL 
NM'k \k4 sckwiec^^ miUV die Außmckttzg tfieoer Zdkl seiz« zokzU die ge- 
yk»z» t%k^^k««^ etze traz^eezdezii^ 191% zzd mzz kzzz sie iz diesezi FzBe« 
wi» zuck zckiM i^^iiaMi bezzfcki k«k ''^^^X zb T^IKg zzwzifiihikzi zKekez. 

f^ Iz dleiz Mstez ftazii* der M enw z wz iw ■talter Aeslemie kaa 

tiljirrijf ete^ ü te A iri te gi^gei^knk uü die Wmrzeki iw i%flniw,b,z Cifa^ 



■^^»■i«" 
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Methode auch bei den traDscendenten Gleichangeo brauchbar sei, welche 
Logarithmen nnd Kreisbogen enthalten, woraus also hervorgeht, daCs er 
sie selbst nicht für eine allgemein auf transcendente Gleichungen anwend« 
bare Methode gehalten hat. Fn der That ist sie aber auch erheblichen 
Schwierigkeiten unterworfen. Soli uemlich der Werth von x durch die 
nach Potenzen von y geordnete Reihe gefunden werden, so mufs diese 
Reihe convergiren; sie kann aber auch häufig divergiren und die Unter« 
suchung, ob das eine oder das andere Statt findet, ist schwierig, da die 
Reihen häufig sehr verwickelt sein können. Lagrange selbst hat zwar 
gesucht Kennzeichen anzugeben, vermittelst welcher man die Convergenz 
oder Divergenz beurtheilen könne : diese Kennzeichen sind aber schon aus dem 
Grunde ungenfigend, weil sie auf einer falschen Definition der Convergenz 
beruhen. Lagrange nennt nemlich convergirend eine Reihe, deren GUe- 
der unendlich klein werden, und er sucht daher nur zu besthnmen, ob die 
Reihen , welche die Wurzeln der Gleichungen ausdrucken« diese Eigen- 
schaft haben, oder nicht Es ist aber hinlänglich bekannt, dafs die Glieder 
einer Reihe unendlich klein werden können, während die Reihe dennoch 
divergirt, das heifst, während ihr Werth aber alle Grenzen hinaus wächst 
und also zur Berechnung untauglich ist Hierzu kommt noch, dals wenn 
man auch den Wertli einer Wurzel durch eine convergirende Reihe ge- 
funden hat, es doch äufserst schwierig ist, die verschiedenen Reihen, welche 
verschiedene Wurzeln ausdrucken, zu finden und von einander zu unter- 
scheiden; wie man es schon aus Lagrangie Untersuchungen sehen kann, 
die sich nur auf algebraische Gleichungen beziehen. Auch darf nicht über* 
sehen werden, da(s es nicht möglich ist, auf diesem Wege die einzelnen 
Wurzeln allmalig nach ihrer Gröfse zu finden; was doch ein wesentliches 
Erfordemifs einer tauglichen Auflösungsmethode ist, da es besonders bei 
den transcendenten Gleichungen in der Regel nur darauf ankommt, die 
kleinsten Wurzeln zu kennen. In dem besonderen Falle, wo man den Werth 
der Wurzeln schon beinahe kennt, kann diese Methode allerdings oft mit 
Nutzen gebraucht werden, um genauere WerAe zu finden. 

8. Einen anderen Weg hat Cauchg eingeschlagen"*^). Seine Me- 
thode beruht auf dem Verfieihren, dessen sich Legendre bedient ^, um einen 



^) Lecons sur le calcol differentiel di. 14. 
««) Thterie des nombres T. 1. art. 119* 
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eriten NAheningiwerth einer imaginiren Wonel algebraieoher oder iransoeo* 
doiiter Gleiohungen zu finden. Ist nemlich die Gleichong Fop ss ge- 
geben, «u eelxt Legm^ir^ jresa-f 0/*-^], wo aundß beUebige reelle Zah- 
len sind, und aubstUuirt diesen Werth in F{x)j so da(iiF(a+ßi^-— 1) = 
i'H" 9/"*-* 1 i^^ wo Pnnd (^ wieder reelle Gröfsen sind. Ferner anbstitaire 

man diese Worthe von x in -v-- und es sei anter dieser VoransseCznng -3^ 

oBÜf «fAf/^— !• Nimmt man nun eine reelle oder imaginäre nnbestimmte 
Grd(se (lOi die aber im YerhHltnifsxn/(a^+/3^) ^^br klein ist, so bat man, 
wenn man xc=sa*f ß/* — l-f-co setzt und die böberen Potenien von a> 
\ernacblasdiigt. 

Da nun oa wUlkarliitb ist, so kann man 

seteeu, wo n ein ichter Bruch i^t. Man hat also einen neven Nibenn^p- 

werth 

F(x) = (l-ii)(P+ {?/•-!), 

welcher im Verhältnifs von l—n sn 1 kleiner ist als der frohere Nahe» 
nagawerth« Fahrt man anf diese Weise fori, indem sun wieder x um eine m* 
bestimmte reelle oder iauigiaire Gr<^(se wachsen ialst,, deren Werfh maa nach- 
her genauer bestimmt, so kann smui sich dem wahren Werthe von 4r inuMr mehr 

i«r N«U r«dMirt, to nifirte bm, statt dieMr Ftaelio«, die l*neliM V^ 
betnie)it<m «ud Aketfau^ müs «aa aidi, wem ■Arare der F — c ti oi w 

i^, ^^, .... dMi«h eiiM W«Hk ns^a+ßyr-t Mf N«U fcdwkt 

werde«, m de« ecsteM DMfcwliiVuiQUeetfa kakea. der MckI NaB vkd 
Aaf dieae Weise i^aakt Ltfftmit* wä Wwe i aaa» dab jede ■fgekaiacte ader 
traaMeadeaie Cileictaaf etae Wanel ▼«• der Farn «+ß^_l h^« wa 
ß aaek N«U aeta iaaa. Dieae« Besattat ist aker aiokt rick%. aad ca bfec skk 
aack lefc^ ae<ce>t> dafe L^tmdrt^s VeAkea aal — i i e na W d t at aa J ea lwtfc*- 
■MN« WkdAe« bt LfftmArt selkat ftat arte» eiae ]laafettai%ie<k d ea s eBka 
%m9tkA *)k wakW daria keat«*i^ dafrM« dea araiaa N i he tna j EJ «e i i k gaas 
wittkOritirli aitaMat, ae d»£s «fieeer kvp«(ke««cke Wcttk ▼«• wiürak W^cike 
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bedeutend abweicben kann und man daher nothwendig sehr weiüäuf- 
tige Rechnungen machen mula. Dies ist aber nur eine Unbeqnemlicbkeit 
Unrichtig ist ea dagegen 9 dab Leffendre bei der Entwicklung von 
F(a + ß/*~l) nw die zwei ersten Glieder berficksichtigt, die Termittelat 
der Tasfhr^schen Reihe gefunden werden, und den Rest ganz vernachläs- 
sigt. Dieses Verfahren, welches der iVim^fon'schen Approximationsmethode 
ähnlich ist, leidet auch an demselben Fehler, indem die successiven Nähe- 
rungswerthe, statt gegen den wahren Werth zu convergiren, auch diver- 
giren können, da man Glieder vernachlässigt, deren Werth man nicht kennt 
Femer kann es aber auch sein, dafs die Substitution von a + ß/* — ^ ^^^ 
X einen der Differentialquotieoten auf ^ reducirt, und alsdann hört natur- 
lich die Brauchbarkeit des Verfahrens ganz auf. 

Diese Fehler hat Cauchy dadurch vermieden, dafs er nicht eine be- 
liebige Function F{x) betrachtet, sondern die Untersuchung auf Functionen 
beschrankt, welche nebst ihren sämmtlichen Diflferentialquotienten fdr alle 
endlichen reellen oder imaginären Werthe von x endlich und stetig bleiben, 
und unendlich grots werden, wenn der Modulos der Veränderlichen x un- 
endlich grofa wird. Cauchy zeigt alsdann, wie man bei solchen Functionen 
nadi Lejfendre*9 Verfahren unter gewissen Voraussetzungen Näherung»^ 
werthe finden und die Grenzen der begangenen Fehler bestimmen kann* 
Mithin ist diese Methode keine allgemein gflltige. Ich begnüge mich daher, 
nur Folgendes dardber zu bemerken. Vermittelst dieser Methode will man 
sowohl die Imaginären als die reellen Wurzeln finden. Soll die Wurzel 
reell sein, so mufs der imaginäre Theil des gefundenen Werthes verschwin- 
den. Hat nun aber die Gleichung reelle Wurzeln und man hat durch fort- 
giesetzte Annäherung einen Werth a + ß /— 1 gefunden, in welchem ß sehr 
klwi ist, so kann man immer noch nicht wissen, ob ß eigentlich gleich 
Null und also eine reelle Wurzel der Gleichung s=a ist, oder ob 
Gleichung eine imaginäre Wurzel a + ß ^ — 1 hat, in welcher ß sehr 
ist Grade die reellen Wurzeln, welche vom wichtigsten Interesse sind^ 
können also nach dieser Metho^ am wenigsten sicher gefunden werden. 

4. In der neuesten Zeit haben wir durch FourUr eine Methode 
zur Auflösung der algebraischen Gleichungen eibalten, welche, insofern 
man diese Auflösung auf die Bestimmung des Werthes der reellen Wurzeln 
und das Erkennen der imaginären einschränkt, vollkommen genagt. Fourier 
bat nun mehrfiieh die Behauptung ausgesprochen, dab seine Methode nicht 
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auf die algebralscben Gleichoogen beschräokt sei^ sondern aocb auf die 
transcendenten angewandt werden könne. Es sollte sogar das leider nicbt 
erscbienene fünfte Bacb seines Werkes über die Gleicbungen, wie wir aus 
dem Expose synopHque erseben , diese Anwendung seiner Metbode aus* 
fäbrlicb bebaudeln. leb werde niicb im Folgenden bemflben^ mit Hülfe der 
Andeutungen, die Fourier an mehreren Orten, und besonders in dem er«- 
wähnten Expose gegeben bat, diesen Tbeil seines Werkes wieder berzu- 
stellen und zu zeigen, wie mau vermittelst der Fotirt^scben Metbode die 
transcendenteu Gleichungen vollständig auflösen kann, und hoffe auf diese 
Weise der zweiten Anforderung der Societat d W« Genüge zu leisten. 

II. Auflösung der transcendenten Gleichungen. 

3. Der Begriff der Wurzel einer algebraischen Gleichung kann 
auf zweierlei Arten erklärt werden , die ihrem Wesen nach identisch sind. 
Ist uemlich eine solche Gleichung 

1. f(^x) = 
gegeben, so nennt man jeden Werth von x, der statt x in fx substituirt, 
diese Function auf Null reducirt, eine Wurzel der Gleichung (!.)• Aufser- 
dem weiüs man aber auch, dafs f{x) das Product einer Anzahl einfacher 
reeller oder imaginärer Factoren ist^ bo dafs man 

f{x) = (JF — «i)(a? — a2)(a? — oO ...* 
hat, wo ttii Oll aj •••• reelle oder imaginäre 6rö£sen sind Da nun f{x) 
nur dann den Werth Null annehmen kann, wenn einer dieser Factoren 
verschwindet und nnter dieser Voraussetzung gleich Null wird, da das 
Product der äbrigen Factoren immer eine endliche Grdlse bleibt, so 
kann man auch sagen: die Wurzeln der Gleichung f(x)=^0 sind die 
Werthe ai, a^, a^, •••., webche den einfachen Factoren von /*(d?) ent* 
sprechen. Man kann daher auch behaupten, da(s der erste Tbeil einer 
idgebraischen Gleichung dem Producte der einfachen Factoren gleich isi^ 
die den Wurzeln dieser Gleichung entsprechen. Anders aber ist es bei den 
transeendenten Gleichungen. Für diese pafst nur die erste Definition des 
Begriffs der Wurzel und man muCs sagen: die Wurzel einer transcenden* 
tan Gleichung f(x) = ist jeder Werth von x, welcher f(x) auf Null re- 
ducirt Weüs man nemlich, dafs f(x)=^(x — a)Fx ist, so folgt hieraus 
noch keinesweges, dafisi a eine Wurzel der Gleichung f(x) s ist. Denn 
«nbstitoirt mau statt x den Werth a, so wird swar x — a s 0» aber es 
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kann sein, da(s zu gleicher Zeit F{a) =5 00 wird. Man hätte daher in die- 
sem Falle /*(a) es 0*00, vrelcher Ausdruck keinesweges immer =0 sein 
roufs. Mithin ist zwar hier x — a ein einfacher Factor von f{x)y aber 
dennoch ist a keine Wurzel der Gleichung f{x) ^ss 0, und es folgt hieraus, 
dafs bei den (ranscendenten Gleichungen keinesweges jeder einfache Factor 
des ersten Theils der Gleichung einer Wurzel entspricht, obwohl umge« 
kehrt jede Wurzel einem einfachen Factor. Ist z. B. die Gleichung 

tHUgX = 

gegeben, so kann man tangor als das Product der zwei Factoren siujr und 
sec.x ansehen. Der Factor, siujp ist nun bekanntlich das Product einer 
unendlichen Anzahl einfacher Factoren, da 

ist; und dieses Product wird Null, sobald man einen der Factoren gleich 
Null setzt; das heifst, die Wurzeln der Gleichung 

ßlüx = 

adnd xs=iOj x^s^^ x=:2n'^ jrs=:3;r, .... Diese Wurzeln sind zugleich 
Wurzeln der Gleichung tangjr =0; denn sobald sinx = ist, ist sec.x s=s 1, 
also in diesem Falle taugjr s= 0. 1 = 0. Dagegen sind die Wurzeln' der Glei- 
chung sec.d7==0 keinesweges Wurzeln der Gleichung tangar=0. SoU 

uemlich secx oder Null werden, so mufs cosj? unendlich gro(s sein. 

cos X 

So lange aber x eine reelle Gröfse ist, kann dies nicht sein, das heilsti 
die Gleichung sccjetsO hat keine reelle Wurzel. Setzt man dagegen- 
X z=z Y^z /■— 1 , wo y und z reelle Gröfoen sind , so ist cos x =s 
^ {'«*+ ^"^) cosy— i (^' — er') sin y /' — t . Soll nun dieser Ausdruck unend- 
lich grofis werden, so mufs z unendlich grofs sein. In diesem Falle hat 

mau also 

cosa? = ^^ (cosy — sinyv^ — 1). 

Nun ist aber, wenn man jp = y + ar/* — 1 setzt, 

sinjp CS i(«' + 8iny4-i^(e'— OcosyV"— 1 
und, wenn man z=:oo setzt, 

aiüx = i«* (siny + cosy /* — 1); 

also ist sinxssoQ, wenn ssO ist, das heifst: wenn man statt x eine 

' C08X ^ 
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7. bt mithin eine transcendente Function gegeben C^ie beifse /'(x)3 
ond man' kennt alle reellen oder imaginären Wnrzeln der Gleichung fx^=0^ 
nemlich <x^ ßy yj S .•.• und bezeichnet durch (P(x) das Prodnct 

('-|)(«-pO-7) 

aller einfachen Factoreui welche den Wurzeln der Gleichung ^(a?)=:0 
entsprechen^ so kann es sein, da(k dieses Product nicht =/'(^) ist. Es 
kann nemlich, wenn fx=i(px.Fx ist, der Factor Fx so beschaffen sein, 
dafs er nur durch solche Werthe von x auf Null reducirt wird, die, in (^x 
subslituirt, diese Function auf oo reduciren, so da(s die Wurzeln von Fx 
nicht zugleich Wurzeln von fx sind ; oder es kann auch Fx eine Function 
sein, die durch keinen reellen oder imaginären Werth von x auf Null ge- 
bracht wird ^^. Läüst sich dagegen die Function fx in einfache Factoren 
zerlegen, die den Wurzeln der Gleichung fxsuO entsprechen, so dab man 

/«=(i-f)(i-p(i_p.... 

hat und diese Factoren so beschaffen sind^ dafs, wenn man einen derselben 
gleich Null setzt und den daraus entspringenden Werth von x in die ubri^ 
gen Factoren substituirt, keiner dieser übrigen Factoren unendlich grofs 
wird, so kann die Gleichung keine anderen Wurzeln als o, j3, y •••• haben. 
Denn substituirt man statt x irgend einen anderen Werth, so kann dieser 
keinen der Factoren, aus welchen fx besteht, und also auch fx selbst nicht 
auf Null reduciren. 

8« Das Aufsuchen der reellen Wurzeln einer transcendenten , wie 
einer algebraischen Gleichung, geschieht dadurch, dafs man Grenzen suchte 
zwischen welchen die einzelnen Wurzeln enthalten sind und dafs man diese 
Grenzen immer enger zusammenzieht Eine algebraische Function fx ist 
aber immer eine continuirliche, das hei£st, eine Function, die nur um ein 
unendlich Kleines wächst, wenn die Veränderliche x einen unendlich klei- 
nen Zuwachs erhält. Der Werth einer solchen Function kann daher nicht 
vom Positiven zum Negativen und umgekehrt übergeben, ohne dazwischen 
Null zu werden. Eine transcendente Function fx dagegen kann auch eine 
discontinuirliche sein, das heilst, es können Greuzwerthe von x vorkommen, 
die so beschaffen sind, daCs einem unendlich kleinen Zuwachse von x ein 

^) Es versteht sich von selbst, dafs dasProdaet der den Wuizeb entsprechenden 
einfachen Factoren einer Gieichung if ./jr := 0, wenn ji eine Constante ist, nicht ^'Z^, 
sondern nur fs werden kann. 
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eodlicber oder unendlich grofser Zuwachs von fx entspricht Zwischen 
solchen zwei benachbarten Grenzwerthen, bei welchen die Continuität auf- 
hört , wird also die transcendente Function continuirlich sein. Sucht man 
daher die Wurzeln einer transcendenten Gleichung /> s= 0, so mu(s man zu- 
erst seheU) ob fx eine continuirliche oder eine discontinuirliche Function ist. 
Diese Untersuchung gehört nicht in das Gebiet der Theorie der Gleichun« 
gen. Dieselbe setzt sie vielmehr voraus. Hat man gefunden, ds^b fx eine 
discontinuirliche Function ist, und kennt man die Grenzwerthe, bei welchen 
die Continuität aufhört, so betrachtet man, statt der Function im Allgemei- 
nen^ die einzelnen Theile derselben, welche zwischen je zwei Grenzwer- 
then enthalten sind und sucht die in diesen Zwischenräumen enthaltenen 
Wurzeln. Insofern man daher voraussetzt, me es im Folgenden immer 
geschieht, dafs man die in den transcendenten Gleichungen vorkommenden 
Functionen nur innerhalb der Grenzen betrachtet, zwischen welchen sie con- 
tinuirliche Gröfsen sind, gilt auch für diese Gleichungen folgender Lehrsatz. 

9,Wenn die Gleichung /> s= gegeben ist, und man substituirt statt 
X die Werthe Xi und x^, so werden, wenn fxi und fx^ entgegengesetzte 
Zeichen haben, eine oder mehrere Wurzeln dieser Gleichung zwischen den 
Grenzen xi und x^ enthalten sein. Liegt keine reelle Wurzel der Glei- 
chung zwischen diesen Grenzen^ so haben fxi und fx2 gleiche Zeichen/' 

Der Beweis dieses Satzes ist bekannt und folgt unmittelbar aus dem 
BegrilSe der Continuität. 

9. Ein anderer, ebenfalls bekannter Satz, von welchem später häufig 
Gebrauch gemacht werden wird, ist folgender. 

„Wenn eine Function fx, so wie auch ihre Differentlalquotienteo 

dfx d^fx d^fx • 

'^' "öx»"' 3x«~ •••• zwischen den Grenzen x und ar + a continuirliche 
GrOfsen sind, so hat man 

etc. etc. , 

wo (jTyX'^ra) eine Gröfse bedeutet, die zwischen x und x^a enthalten 
ist, aber in den verschiedenen Gleichungen verschiedene Werthe haben 
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kann. Den Beweis dieses Satzes findet man z. B. in hagrange Lef^ns 
sur le calc. des fbnct. lep. 9. Er gilt auch fiir den Fall^ wenn fx eine 
continuirliche imaginäre Function ist. 

10. Nach diesen Vorbereitungen will ich nnn zuerst zeigen, wie 
man die Grenzen finden kann, zwischen welchen die reellen Wurzeln der 
transcendenten Gleichungen enthalten sind. Wiewohl ich die Cntersuchun« 
gen Fourier's über die Theorie der algebraischen Gleichungen als be- 
kannt voraussetzen mufs, will ich doch zuerst, zur deutlicheren Einsicht, 
in der Kürze das Verfahren andeuten, vermittelst dessen er die Grenzen 
der reellen Wurzeln findet. 

Ist eine algebraische Gleichung 

/^o: = «"• + Äijr'"""* + atX"^"^ +••••+<»« = 
gegeben, so bilde man die successiven Differenzialquotienten f^x, f^x, 
fx, .... Der letzte Difierentialquotient f^x ist eine constante Gröfse. Nimmt 
man statt x irgend eine Zahl a und substituirt dieselbe in die Ausdrücke 

T X f T X y • . • . T X y 1 *^ y 

80 werden die sich hieraus ergebenden Werthe das Zeichen von Positiv 
oder Negativ vor sich haben. Diese Zeichen schreibe man in der Ordnung, 
wie man sie erhält, neben einander, in eine horizontale Reihe, von der Linken 
zur Rechten fortgehend , und bezeichne die Reihe von Zeichen durch [a]. 
Die Zeicheureihe [— <»] wird nur Zeichenwechsel enthalten, die Zeichen« 
reihe [oc] nur Zeichenfolgen; und zwar verliert die Zeicheureihe ihreZei« 
eben Wechsel beim Uebergange von — oo zu co allmälig, ohne jemals einen 
Zeichen Wechsel , den sie verloren hat, wieder zu erhalten, oder neue zu 
bekommen. Sobald man nämlich statt x eine reelle Zahl a substituirt^ 
welche fx auf Null reducirt, so verliert die Zeichenreihe einen Zeichen^ 
Wechsel, den sie nicht wieder erhält. Sie kann aber auch Zeichen Wechsel 
dadurch verlieren, dafs einer oder mehrere der Differentialqnotienten Null 
wird, ohne dafs fx Null wird. In diesem Falle verliert sie aber die 
Zeichenwechsel immer paarweise, und der Verlust eines jeden solchen 
Paares von Zeicfaenwechseln deutet auf zwei imaginäre Wurzeln. Man 
besitzt nun Mittel, um zu unterscheiden, ob der Verlust der Zeichen- 
wechsel von reellen oder imaginären Wurzeln berührt Sind daher a und 
ß zwei reelle Zahlen, ist |3 > a nnd man findet, dafs [a] n Zeichen- 
wechsel mehr enthält als [0J, so werden zwischen den Grenzen a und ß 
n Wurzein augedeutet und man kann alsdann untersuchen, ob und wie 
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viele reelle Wurzeln wirklich zwischen diesen Grenzen liegen, oder ob 
der Verlust der Zeichen Wechsel ganz oder theiiweise von imagmaren 
Wurzeln herrührt 

iU Die besondere Eigenthömlichkeit einer ganzen algebraischen 
Function fx besteht darin, dafs man durch fortgesetzte Differentiation zu- 
letzt zu einem Differeiitialquotienten kommt, der einen coustanten Werth 
hat; und vermöge dieser Eigeuthumlichkeit ist es möglich, jedesmal die An- 
zahl der Zeicbenwechsel iu den zwei Zeicheureihen [a] und [ß] zn be- 
stimmen und hieraus zu schliefsen, wie viel Wurzeln zwischen den Gren-- 
zen a ond ß enthalten sind. Bei den transcendenten Functionen dagegen 
kann man die Differentiation in's Unendliche fortsetzen, und kommt nie zu 
einem constanten Werthe. Eben deswegen kann man bei den transceiH 
denten Gleichungen nicht ohne Weiteres bestimmen, wie viele reelle Wnr^ 
mein zwischen zwei beKebiff gewählten Grenzen enthalten sind, wenn auch 
die trausoeudeute Function, welche den ersten Tbeil der Gleichung bildet» 
zwischen diesen Grenzen continuirlich ist. Dennoch aber kann man auch 
bei diesen Gleichungen, auf ganz ähnliche Weise wie bei den algebraischen, 
alle reelle Wurzeln, die zwischen — oo und cx> enthalten sind^ mit Bestimmt- 
heit entdecken, sobald man nur diesen Zwischenraum in kleinere Zwischen* 
riume theilt, die nach einem bestimmten Gesetze gebildet werden müssen. 
Man kann nemlich für jede transcendenfe Function fx einen Differential- 
qnotienten f^x finden, der so beschaffen ist, dafs er zwischen zwei Gren- 
zen a und ß sein Zeichen nicht ändert, dafs also die Gleichung /*"jrs=0 
»wischen diesen Grenzen keine Wurzel hat; und dieser Differentialquotient 
spielt in Beziehung auf diese Grenzen dieselbe Rolle, wie der constante 
Differentialquotient bei den algebraischen Gleichungen, indem man ver- 
mittelst desselben bestimmen kann, wie viele Wurzeln die transcendente 
Gleichung fx ^=^0 zwischen den Grenzen a und ß hat Dafs man wirk- 
lich jedesmal einen solchen Differentialquotienten finden kann, ist klar. 
Denn die gegebene Gleichung /*xsO ist uoth wendig eine bestimmte, das 
keifst, die Fiinction fx ist von der Art, dafs man aus ihr filr jeden Werth 7, 
den man statt x substituirt, den Werth von f(i) mit Bestimmtheit fin- 
den kann, sei es nun, dskt^ man ihn genau angeben, oder in beliebig 
enge Grenzen einschliefsen kann; was z. B. der Fall ist, wenn fx eine 
convergirende Reihe ist. Ware fx eine unb^lmmte Function, so könnte 
aatariich von der Auflösung der Gleichung /x = nicht die Bede setn. 



!• Siern^ über die Auftosung der traneeendenien Gleichungen. 15 

Ea münsevL mithin auch die succesaiveu DifferentialqQOtienteD von fx qoÜh 

wendig bestimnie Functionen sein« Man wird ako aui^ der Natur irgend 

einea DiflTerentialquotienten erkennen können, ob er fiir einen bestimmten 

Werth jrssa^ positiv oder negativ ist, und da dieser Diflferenzialquotient, 

wie hier immer vorausgesetzt wird, zwischen bestimmten Grenzen eine 

continuirliche Grölise ist, so wird mau immer einen Zuwachs 8 von x be-* 

stimmen können, so beschaffen ^ dafs der Differentialquotieut, welcher f^x 

helGBien mag, innerhalb der Grenzen xssa, jtr a=s a + ^9 immer dasselbe Zei» 

chea bebalt. Sobald diese Grenzen gefunden sind, kann man, auf dieselbe 

Weise wie bei den algebraischen Gleichungen, bestimmen, wie viele War« 

zeln die gegebene Gleichung zwischen diesen Grenzen hat Es muls nur 

etne Nodification in Beziehung auf die Bildung der Zeichenreihen eintreten. 

Bei den algebraischen Gleichungen bildet man die Zeicbenreihe, indem man 

zuerst alle Differentialquotienten ^ vom letzten anfangend, in eine Reihe 

schreibt, und alsdann statt x den Werth a substituirt. Die hieraus enth 

springende Zeichenreihe wurde oben durch [a] bezeichnet Bei den trana-* 

cendenten Gleichungen sucht man zuerst einen Differentialquotienten , der 

zwischen zwei Grenzen a und ß dasselbe Zeichen behalt^)» Schreibt 

man diesen Differentialquotienten, und alle folgenden, nach der Ordnung ia 

eine horizontale Linie und substituirt alsdann statt x einen Werth a, der 

Bwischen a und ß liegt, in alle diese Functionen, so erhält man wieder 

eine Reihe von Zeichen, die im Allgemeinen theils positiv, theils negativ 

sein werden. Diese Zeichenreihe soll im Folgenden durch [a] bezeichnet 

werden. Ich werde auch zur Abkürzung die zwei Grenzen, zwischen 

welchen ein bestimmter Differentialquotient sein Zeichen nicht ändert, die 

bestimmenden Grenzen und diesen Differentialquotienten den bestimmen» 

den nennen« 

IS. Liegt eine Zahin zwischen den bestimmenden Grenzen a undß, 
so ist es einleuchtend, dafs die Zeichenreihe [a] mit der Zeichenreihe [a] 
identisch ist, so lange nicht zwischen a und a eine Zahl liegt, die, statt x 
substituirt, eine oder mehrere der auf den bestimmenden DifferentialqucH 
tienten folgenden Functionen auf Null reducirt Denn eine Aenderung in 
der Zeichenreihe kann nur dadurch entstehen, dafs eine oder melirere die- 



^) Es wird im Folgenden immer vorausgesetzt, dals ^, mit Rücksicht auf das 
Zeichen, immer gröfiser ist als o. 



16 '• Siern^ über dU Auflösung der iranscendenien Gleichungen/ 

aer Functionen vom Positiven zum Negativen, und umgekebrf| übergeben ; 
und da vorausgesetzt wird, daCs alle Functionen zwischen den bestimmenden 
Grenzen continuirlich sind, so kann dieser Cebergang nicht Statt haben, 
v^enn die Functionen nicht durch den Werlh Null gehen. Man nehme da.^ 
her zuerst an, die Zahl a sei so beschaffen, dafs sie nur fx und keine der 
übrigen Functionen auf Null reducirt, so dafs also a eine Wurzel der Glei*- 
chung /*x = ist. Man setze in allen Functionen statt x nach einander die 
drei Werthe a-^da, a, a-^-Ba und schreibe die hierdurch entstehenden 
drei Zeichenreiben \a — da], [n], [a-{^dä\ auf drei horizontale Linien 
unter einander. Diese drei Zeichenreiheu. werden nur in Absicht auf das 
letzte Zeichen verschieden sein ; denn da der Werth von da ganz unbe- 
stimmt ist und nach der Voraussetzung die Substitution von a Gir x nur 
fx auf Null reducirt, so kann man ihn immer so klein annehmen, dafs keine 
der übrigen Functionen ihr Zeichen zwischen den Grenzen a—öa und 
a + da ändert* Es wnrd aber fifl-^Ba) positiv oder negativ und fia-^-Bä) 
negativ oder positiv seu» , je nachdem fa positiv oder negativ ist. Ist fa 
positiv, so hat man das Schema 

\a — Bä\ = ....-] 

[a] z=z . . . . + 

la + Bä] = ••..+ + 
Ist f^a negativ, so hat man das Schema 

[fl] SS .... — 

[a-^Bä] = ...♦ — — 
In beiden Fällen verliert also die Zeichenreihe einen Zeichenwechsel beim 
Uebergange von ü'—Ba zu a-\*Baj sobald a eine Wurzel der Gleichung 
fxsi^O ist. 

13. Ist dagegen die zwischen den bestimmenden Grenzen enthaltene 
Zahl a so beschaffen, dafs sie eine der auf den bestimmenden Differential- 
qnotienten folgenden Functionen, z.B>. px, und nur diese auf Null reducirt, 
80 werden auch in diesem Falle alle Zeichen der drei Reihen {a — da], 
[a] und [a-^Bä] bezüglich gleich sein, bis auf dasjenige, welches durch 
die Substitution der drei Werthe a — da, a und a-^Ba in f"x entsteht, und 
man hat daher nur nöthig, die drei auf einander folgenden Functionen f^^^x^ 
fx^ f'^^x zu betrachten, wenn man wissen will, wie sich die drei Rei* 
hen [a— -da], [a] und [a-|-^^] gegen einander verhalten* Die Function 
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/^(a-— da) ist negativ oder positir» die Fanctioo /^(a+da) positiv oder 

negativ^ je nachdem /^*a positiv oder negativ ist. Die Fanctioo f^^a 

kann aber ebenfalls positiv oder negativ sein. Hierdurch entstehen vier 

verschiedene Combinalionen. Sind nemlich p-^^a und f^^a positiv, so hat 

maoi wenn man nur die Zeichen der Fooctionen f"^^Xy fx, f^^x 

schreibt : 

£a— öä] = •••. + — + •••• 

\a\ SS .••• + + 

[a+^^l = •••• + + + 
Siod f^^a nuä f^^a beide negativ^ so hat man 

£ä— öä] = ••••*—-!- — 

[ö] = .... — — 

[a+öa] = .... — — - — 

Ist f'^^a negativ und f^^a positiv^ so hat mau 

[a— öäJ = . • • . — — -|- ,,., 

[«] = .... — + 
[a-^dä] = ..•• — + + .• 
Ist f'^^a positiv und /*"""* a negativ, so hat man 

[a — da] = .... -J 

[a] = . . . . 4- - 

[a + öfl] = ....+ 4- - 
In den zwei Fällen, wenn jf"*'^a und f^^a gleiche Zeichen haben, enthalt 
also [a + dä] zwei Zeichen Wechsel weniger als [a — 8ä}. In den zwei 
Fällen dagegen, wenn diese Functionen verschiedene Zeichen haben, ent« 
hält [a-}*daj eben so viele Zeichenwechsei als [a — Bäj. 

14. Es ist noch der Fall übrig, wenn die Zahl a so beschaffisn ist^ 

dafs sie, statt x substituirt, mehrere auf einander folgende der zu betrach« 

tenden Functionen auf Null reducirt. Da indessen die Untersuchung dieses 

Falles ebenfalls ganz auf dieselbe Weise ausgeführt werden kann wie bei 

den algebraischen Gleichungen, fär welche sie schon Fourier ausfuhrlich an* 

gestellt hat, so will ich nur das Resultat hersetzen, wie es in Beziehung 

auf die transcendenten Gleichungen ausgesprochen werden muls. Man nehme 

aUt es sei eine zwischen den bestimmenden Grenzen a und ß liegende Zahl 

so beschaffen, dafis sie, statt x substituurt, die i auf einander folgenden 

Functionen 

px, f^^x, .... f^^^x 

CrtOe'f JoüfiiAl d. M. Bd. XXU. Ha L 3 
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auf Null redacirt, so sind zwei Fälle zu untersclxeiden. Ist t eine gerade 
Zahl , so enthält [a + ^ a] die Zahl t von Zeichenwechseln weniger ab 
\a — da]; ist aber i eine ungerade Zahl, so kommt es darauf an, oh f^^a 
und f^'a gleiche oder ungleiche Zeichen haben. Im ersten Falle hat 
[a + öa] t-t-1, im zweiten • — 1 Zeichenwechsel weniger als [a — Bä^ 
Verschwinden nun durch die Substitution eines Werthes a von x^ an ver- 
schiedenen Stellen verschiedene Gruppen von Functionen, so dafs die 
Anzahl der verschwindenden Functionen an einer Stelle i, an einer ande- 
ren i' u. s. w. beträgt, so braucht man nur fär jede Gruppe die Regeln in 
Anwendung zu bringen, die so eben für eine einzelne Gruppe gegeben worden 
sind und findet auf diese Weise die Totalsumme der Zeichenwechsel , die 
[a + da] weniger enthält als \a — 8ä\. 

15. Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich deutlich, wie man die 
Zahl finden kann, welche angiebt, wie viele reelle Wurzeln der Gleichung 
/> =: zwischen den bestimmenden Grenzen a und ß liegen können. 
So lange nemlich zwischen a und |3 keine Zahl liegt, welche eine oder 
mehrere der zu betrachtenden Functionen auf Null reducirt, sind die Zeichen- 
reihen {cC\ und [ß} identisch. Diese Zeichenreihen können nur dann von 
einander verschieden sein, wenn die Function fxj oder einer ihrer Differen- 
tialquotienten zwischen den Grenzen a und ßNull wird. In diesem Falle 
muls aber die Zeichenreihe [ß] immer weniger Zeichenwechsel als die 
Reihe [a] haben, indem, wenn man den Werth von x wachsen läfst, nur 
Zeichenwechsel verschwinden, nie aber die verlorenen wieder erscheinen^ 
oder neue hinzu kommen können. 

Liegen n reelle Wurzeln zwischen a und ß, so mufs [jS] wenigstens 
M Zelchenwechsel weniger als [a] enthatten. Denn bezeichnet man die 
Wurzeln, nach ihrer Gröfse geordnet, durch ttx, ch, o, ...., so hat [ai+öail 
wenigstens einen Zeichen Wechsel weniger als [a]; ebenso [oj + öa,] we- 
nigstens einen Zeichenwechsel weniger als [«i + ^ai] u.s. w. 

Umgekehrt darf man aber aus dem Umstände , dafs [ß] die Zahl n 
von Zeichenwechseln weniger enthält als [a] , nicht schliefsen, dafs zwischen 
a und ß wirkUch n reelle Wurzeln liegen, well das Verschwinden der 
Zeichen auch daraus entstehen kann, dafs einer oder mehrere der Differeu- 
tialquotienten von fx durch die Substitution eines zwischen a und ß liegen- 
den Werthes auf Null reducirt werden, ohne dafs dies bei fx der FaU wäre. 
Soviel aber ist gewifs, dals, wenn n eine ungerade Zahl ist, zwischen a 
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und ß wenigstens eine reelle Wurzel liegt, weil, wenn einer oder mehrere 
der Differentialqaetienten Null werden, entweder gar kdn Zeidienwechsel. 
oder eine gerade Zahl Ton Zeichenwecbaeln yerachwindet» 

16. Der Zweifel, ob der Verlast der ZeichenwecÜsel auf reelle 
Wurzeln dente^ die zwischen den bestimmenden Grenzen a nnd ß enthalten 
sind, oder ob er davon herrühre, dafs einer oder mehrere der Differenüal« 
qootienten zwischen diesen Grenzen Nnll werden, kann bei den transcen- 
denten Gleichungen durch dieselbe Regel gelöset werden, die Fourier für 
den ähnlichen Fall bei den algebraischen Gleichungen gegeben hat. Ich 
werde hier aber um so lieber einen analytischen Beweis hersetzen, der 
auf die transcendenten und algebraischen Gleichungen zugleich anwendbar 
ist> als Fourier diese Regel durch geometrische Betrachtungen erwiesen hat. 

Man betrachte zuerst den Fall, wenn [a] nur zwei Zeichen Wechsel 
mehr als [jSj hat, und setze zugleich voraus, dals dieser Unterschied sich 
erst in den zwei letzten Zeichen jeder Reihe zeigt, so dafs die vorher«- 
gehenden, sich entsprechenden Zeichen in beiden Beiben dieselben sind, so 
ist ein doppeltes Schema möglich. Entweder ist 

I^Äj — S « « • • "^ •■■— •y» 

m = .-.. + + + 

oder 

[a] = * . . . 1 

[ß] = ...• 

In beiden Fällen hat /^a?s=0 keine Wurzel^ die zwischen a und ß ent- 
halten ist, weil, sobald man die zwei letzten Zeichen vernachlässigt, die 
Zeicheurelbe [a] nicht mehr Zeichenwechsel hat als die Zeichenreibe [ß]. 
Man kann daher px als die bestimmende Function annehmen. Dagegen 
hat f^xssO eine Wurzel zwischen diesen Grenzen und es entsteht nun 
die Frage ob fxzszO zwei reelle Wurzeln oder keine zwischen diesen 
Grenzen habe. Es wird hierbei vorausgesetzt, dafs man sich schon ver« 
sichert hat, die Gleichung /or = habe nicht zwei gleiche Wurzeln zwi- 
schen a uod ß, das heifst, daCs man untersucht hat, ob fx und f^x einen 
gemeinschaftlichen Factor haben und ob dieser gemeiuscbaftUche Factor, 
wenn er existirt, eine Wurzel zwischen a und ß habe. 

Man betrachte zunächst das erste Schema. Man sieht sogleich, dafs, 
wenn a die Wurzel der Gleichung f^xssO iaij die zwischen a und ß liegt, 

alsdann die Zeichenreihe [a] mit -{- -— sdilieCsien muls, sobald zwischen 

3« 
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a und ß zwei reeOe Wunebi der Gleidmag fxssO liegen, wllea, weil 
in dem anderen Falle, der hier noch mö^ek ist, wenn nemlich [a] mtt 
+ 0-(- acUiefst^ fcieraoa Ton selbst das Nichtvorhandensein der reellen 
Wurzeln folgt Denn im letzteren Falle hatte man 

[a — Bä\ SS »••« + — + 

[a^i^da] = •••• + + + 
Die zwei Zeichenwechael wurden also zwischen den Grenzen a — Bm and 
a^da, zwischen welchen nach der Voransseteung keine reelle Wnnel 
der Gleichung fx=zO liegt, verioren gehen. Mithin muls man, wenn die 
zwei reellen Wurzeln vorhanden sind, nothwend^ folgendes Sdiema haben: 

[a} SS • • • • -j* — •!• 



[a + da] 

m 



• • • 



• • • 



• • • 



+ 

+ + - 
+ + + 



and es ist doe reelle Wnnel zwischen a und a — da, die andere zwisdien 
a-\-Ba vaAß enUulten. Es sei die kldnere Wnrzd Xi s= a-{-hy die grdlsere 
«r, s ß-^b'. Hierans folgt (9) 

fia-^b) = fct + bf(a,a-\-b) = ftt + («i— a)/^'(o,o + ») — 
oder fa 

Anf dieselbe Weise findet man 



Da fx zwischen den Grenzen a und ß continuirlich ist, so bleibt der 
Werth dieser Function negativ, so lange man för x eine Zahl substitmrt, 
die zwischen a und a liegt; und zwar wird der numerische Werth der 
Function kleiner, je naher die statt x snbstitnirte Zahl dem Werthe a kommt. 
Aus demselben Crmnde bleibt f^x positiv, ao lange man statt x eine Zahl 
substitulrt, die zwischen a und ß liegt, und der Werth dieser Function 
wächst« je mehr sich die statt x snbstitnirte Zahl dem Werthe ß nähert 
Es ist also (ohne Bucksicht auf das Zeichen) 
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und um ao mehr 

da Xi kleiner als X2 iatf 4a9 heibt^ es mofis 

sein« 

Dasselbe Resultat findet man ans dem zweiten Schema, wenn man 
bedenkt, dals in diesem Falle die Zeichenreihe [a] mit den Zeichen — -(- 
schUetsen mufs, wenn a die zwischen a und ß Uegeode Warzel der Glei* 
chung f^xsszO ansdrflckt. Man hat daher folgende Regel. Soll die Gleichung 
fx=^Q unter den erwähnten Umständen zwei reelle Wurzeln haben, die 

zwischen a und ß liegen , so mufs die Summe der Quotienten ^, ^f*a 

kleiner sein als der Unterschied der Grenzen; im entgegengesetzten Falle 
kann man mit Sicherheit annehmen, da£s zwischen den erwähnten Grenzen 
keine Wurzel liegt. Ist aber diese Summe wirklich klemer als ß — o, so 
folgt daraus noch nicht, dals die zwei reellen Wurzeln wirklich vorhanden 
sind, sondern man sieht daraus nur, daCsi die Grenzen nicht eng genug 
gezogen sind. In diesem Falle substituire man statt x eine zwischen a 
und ß liegende Zahl c. Hat fc nicht dasselbe Zeichen wie fa, und /"ß, so 
folgt daraus, dafs eine reelle Wurzel zwischen a und c, die andere zwi- 
schen c und ß liegt -Hat aber fc dasselbe Zeichen, so sehe man ob f'c 
in Absicht auf das Zeichen mit f^a oder f'ß äbereinstimmt. Man nenne d 
diejenige der Zahlen a und j3, die, in f'x substituirt, eiu Resultat giebt, des- 
sen Zeichen dem von f'c entgegengesetzt ist. Die zwei möglicherweise 
vorhandenen Wurzeln müssen also zwischen c und d liegen. Man wende 
daher auf diese Grenzen dasselbe Verfahren an^ welches früher bei den 
Grenzen a und ß angewandt wurde. Fährt man auf diese Weise fort, so 
findet man zuletzt, entweder dals keine reelle Wurzel zwischen den Gren- 
zen a und ß liegt, oder man gelangt dahin, die Wurzeln zu trennen. 

Bisher ward f^x als die bestimmende Function angenommen. Nähme 
man aber einen höheren Differentialquotienten zur bestimmenden Function, 
80 könnte es sein,. daCs der Unterschied der Zwischen Wechsel in den Rei- 
hen [a] und [ß] gröCser als 2 wäre; auch könnte sich dieser Unterschied 
froher als bei den zwei letzten Zeichen zeigen. Da indessen schon Fourier 
ausfOhrUch gezeigt hat, dals auch in diesen Fällen dieselbe Regel 
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aber die GleichüDgen. Ich kann daher wieder mir auf £eses Werk ver^ 
weisen uod will blofs in der Kurze die Regeln der Berechnung znsanunen* 
stellen/ damit ihre Anwendung auf die Lösung einzelner Gldchungen, die 
sp&ter folgen soU, deutlicher werde. 

Man zieht zuerst die Grenzen so eng zusammen, daCsi nur eine 
Worzel der Gleichung jTx := und keine Wurzel der Gleichungen f^^x = 0, 
f^x SS zwischen denselben enthalten ist« Bs ist immer möglich, so enge 
Grenzen zu ziehen, sobald die Functionen f^^x und f^x nicht einen ge-* 
meinschaftlichen Factor mit fx haben; im entgegengesetzten Falle mOfste 
man erst diesen Factor suchen und absondern. Sind diese Grenzen gefun* 
den und nennt man die kleinere a, die gröfsere ß, so bemerke man, welche 
derselben so beschafien ist, dafs sie, statt x in px und fx substituirt, 
diesen Functionen gleiche Zeichen giebt: diese Grenze heifse die äuGsere. 
Man bezeichne -sie durch d, so sind 

/« fx fß 

zwei neue Näherungswerthe von x, und zwar liegt der erste zwischen a 
und Xj der zweite zwischen x und ß. Mit diesen neuen Näherungs wertheu 
kann man wieder wie mit a und ß verfahren und daraus zwei andere Nähe- 
rungswerthe herleiten, die der Wurzel noch näher liegen, und dieses Ytt*- 
fahren lä(st sich so weit man will fortsetzen. Man wird aber diese zwei Greu«* 
zen nicht jedesmal zu berechnen, sondern nur folgende Regel zu beobachten 
haben. Man ziehe zuerst die Grenzen a und ß so eng zusammen, dafs sie nur 
mn eine Decfanal * Einheit verschieden sind: ihr Unterschied sei (iV)"* Man 
nehme alsdann diejenige der GröÜsen fa und /*^^ß, deren numerischer 
Werth der grölste ist, und dividire ihn durch diejenige der Grölsen S/^'o, 
2f% die den kleinsten Zafalenwerth hat Es sei (^)^ die Decimal -Einheit, 
welche unmittelbar gröber ist als dieser Quotient. Man untersuche nun 
ob n gleich 1 — k, oder greiser als diese Zahl ist. Ist ii<^l — A, so mufs 
man die Grenzen enger zusammenziehen, bis die Bedingung n^\ — k er- 
fUlt ist Man nehme alsdann, wenn ß die iolsere Grenze ist, den Quotien- 
ten ^A mid entwickele ihn bis zur 2n+A**" Deoimabtelle einscfalielslich. 

Die letzte Stelle des Quotienten vermehre man um eine Einheit und addire 
den so gefundenen Werth zur Grenze ß, oder ziehe ihn davon ab, je nach- 
dem fß und /'ß verschiedene oder gleiche Z^eichen haben. Der so ent- 
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ß' bn grfifar oder kkaer ab d« Wi 
xd 8«; WM MB \aM erfahrt, wen warn ^ tOU x m fx 
la jedeai Falle aber iX ß' tub « n eiaeGrofec laa ü ii e J e a, d« 
il« i^T^ befragt Weim ana daber die lelaie PmiWrlle m Wcrthe 
▼aa ß' OB eine Eahek vemebit oder venuidert, aa lade« ana eiae xweüe 
Gfease, die kleuer oder grölaer als die Wancel ist, je aachdea ß' gr§- 
btr aifct kleiaer als diese ist. Mit fiesea aeaea Gr^Dua Terfabra hu 
wieder wie vt dea Torbergebeadea, so erbalt aaa allMÜg Benkale, dw 
bb aif die DecianlsteDeo roai Baage 2m+k, *n+Zk, Sn+Ik a.aL w. 




IIL Beispiele. 

lt. Uk werde ana. ibetls aa das T mbogcbea de aa eriiaiera, tbeBs 
vm der drittea ABfordennig der Societit Geaäge sa leisfea, die Weidie 
eiaiger Warada Terscbiedeiier (nuisoeadeater Gleicbaagea berecbaea, aad 
wiD aar aodi eiae allgeBeiae Beaierkaag laacbea. la ADgeaeiaea stebt 
ea frei, irgead eiaeo bdiebigea Difereatialqpoüealea ab besÜBaKade Faao- 
tioB za aduaent, sobald laan Greazea keaat, Anistbca wckbea er bealaadig 
fliTlhr Zeicbeo behalt In der Begd wird ea aber aai sweefanlaigstea 
aeia, die Greaxea aa soeben, zwisehen wekbea f'x daaselbe Zeicbea he- 
bitt, da gewobalieb die DiflTereotialqaotieaten et 
desto TerwickeUer werdeo, je weiter ana die 
also aoch achwei er aem wird, die Greazea zo 
eine aofehe Fnaetioa dasselbe Zeichen behalt Besteht aber der erste Theil 
derGleidnng theOs aas (ranscendeatea, tbeils aas algebraiaebea FaaetioBeB, 
ao wird es binfig nfitzlicb sein, die DiffereatialioB so weit fini^mi ff i^ ^ U^ 
die algdiraisdieB Fonctionea Terschwaaden sind. Hatte aaa z. B. £o 
Gleicfanog 

fx = sina? + 5*^— 4«^ + 3jp— 6 = 0^ 

so wurde aan viersal za diffa^ntiirea babea. Dies giebt f^x^smmx, aad 
auui aianat alsdaaa siax als bestiBateade Fuactioa. 

eO. la Beziehong auf die Schwier^eit, weldie die Aaflöaaag der 
traaseendenten Gleidningen im Yerhiltni(s za der der algebraia^ea Giei- 
draagea aiacht, kaaa aian die .Iraascendenten Gleicbaagea ia Teradnedeae 
Classea eiatbeilen. 
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Am leichtesten sind offenbar diejenigen Gleicbangen aufzulösen, deren 
einzelne Glieder nur ganze oder gebrochene Potenzen einer und derselben 
transceudenten Function enthalten. Solche Gleiclinngen sind z.B. die folgenden: 

!• J(knx)^ + B(sinar/+C(sinjr)y + ..-.itf(8inx)^ = 0, 
«• Aef^ + Be^' + Cer" + . . . . Me''' = 0, 
wo A, B, C, •••• M bestimmte Zahlen und a, ß, 7 ebenfalU reelle, ganze 
oder gebrochene Zahlen sind. Solche Gleichungen kann man nemlich un- 
mittelbar auf algebraische bringen. Man braucht nur statt sinj:* in der ersten 
oder statt e^ in der zweiten Gleichung eine neue unbekannte GröfsCi etwa y 
zu setzen, so gehen die Gleichungen in folgende Gleichung über: 

3. J3-« + Ä/+C>'y-f ....itfy- = 0. 
Dasselbe ist der Fall bei der Gleichung 

.4. J «^ + Bh^ + (76-^ + .... + Mm'' = 0, 
wo A, B, C, .... beliebige Zahlen und a, b, c, .... posih've Zahlen sind. 
Man braucht nur a = €!*, b=:e'\ 1? = «^ .... zu setzen, s^o geht die Glei- 
chung (4.) in die Gleichung (?•) Ober. Sind die Exponenten a, ß, y, .... 
in der Gleichung (3.) ganze pOMitive Zahlen, so ist die Gleichung eine ge^ 
wohnliche algebraische. Sind aber einige dieser Exponenten negative oder 
gebrochene Zahlen, so hat man nicht nöthig, wie es gewöhnlich in sol- 
chen Fällen geschieht, diese Exponenten durch Potenziiren wegzuschaffen, 
sondern man kann sie unmittelbar Jiach denselben Regeln behandeln, welche 
Fourier für die gewöhnlichen algebraischen Gleichungen gegeben hat. Da 
hierüber Sturm schon eine Abhandlung geschrieben hat, die vielleicht be- 
reits gedruckt ist, so werde ich mich nicht länger bei diesem Gegenstande 
aufhalten und verweise auf dessen Bemerkungen'^^). 

21. Zunächst lasse ich die transcendenten Gleichungen folgen, bei 
welchen sich zwar der erste Theil der Gleichung selbst nicht auf eine 
algebiaische Function zurückführen läfst, aber die sämmtlichen Differential- 
quotienten algebraische Functionen sind. Dies ist der Fall, wenn in der 
Gleichung die Functionen logx^ aresin jr> arccosor, arctangx etc. vorkom- 
men. Eine solche Gleichung ist z. B. 

xlogx — 100 = 0, 
welche £i//^r bebandelt hat '^). Hier ist, wenn man die natürlichen Loga« 
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ritbmea anwendet, 

fx = 0? log a? — 100, 

f^x = loga:+ 1, 

Da f'X zwischen den Grenzen xx=zO und xr=zoo positiv ist, so nehme 
man diese Function zwischen diesen Grenzen als die bestimmende an. Da 
X nnd \ogx fortwährend wachsen, so folgt, dafs zwischen diesen Grenzen 
nur eine Wurzel der Gleichung fx === liegen kann« Setzt man :? ==: 3, 
und dann a?s=4, so findet man 

[3] = + + ~ 

i 2,098.... 0,3093.... 

[4] == + + + 

1 2,386. ... 0,940.... 

Es liegt also die Wurzel zwischen 3 und 4. Nun ist l — 3 =:= {^^f und 
g-^ = 0,07, also (nach §. 18.) 

it s= 1, n s= 0, 

mitbin n = 1 — k. Die Grenzen sind also eng genug zur nähernden Beredn 
nung gezogen. Die änfsere Grenze ist hier 4, mithin j^g =^ T386' ^^^ ^^ 
3 n + ^ == 1 i^t , so mnfs die Division bis zur ersten Decimalstelle aus* 

gefuhrt werden : also ist ^^ = 0,3 und mitbin der erste Ndherungswerth 
-.4— 0,4 = 3,6- 

Substituirt man in fx statt x den Werth 3,6, so erhält man ein 
pasitivee Resultat. Der Werth 3,6 ist also zu grofs, und die Wurzel liegt 
zwischen 3,5 und 3,6. Nun ist n = 1, also 2ii-f A: = 3. Da 3.6 die 

äuCsere Grenze ist, so hat man jr/^ = 228093 ^ ^OOQ j also ist der 

zweite NäAerunffs werth 3,6—0,003 = 3,597 bis auf (^Y genau. Da /T3,597) 
negativ ist, so liegt die Wurzel zwischen 3,597 und 3,598, und da 3,598 

die änfsere Grenze ist, so hat man -y.L'g^g^ = 2*28037813 * ^^^'^^^ Quotient 

bis zur 7ten Decimalstelle entwickelt werden mufs, indem 2 it -f- ^ == 7 ist. 
Dies giebt 0,0007149; also ist der dritte Näherungswerth 3,598—0,000715 
CS 3,597285 bis auf d^^^y genau, und zwar liegt der Werth zwischen 3,5972850 
und 3,5972851. Euler findet 3,5972852. 
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92. Ich Averdo uun einige Gleichougen abhandeln,' für welche die 
Diflerentialquotieuten ebeuralls trauscendente Gröfsen sind, jedoch von der Art, 
dafs die numerischen Wertlie der darin vorkommenden transcendenten Functio- 
nen bereits in Tafeln berechnet sind. Hierher gehören zunächst die tri« 
gpnometrischen Functionen. Es sei also z. B. die Gleichung 

fx = X — COSJP = 

gegeben, ivelche Euler ebenfalls behandelt hat ^^). Es ist einleuchtend, 
dafs diese Gleichung nur eine reelle Wurzel halben kann. Nun ist 

f'x ==14- sinjp, 

f'^X = CQSX. 

Da cos X zwischen den Grenzen j? = 0, xss 9(f immer positiv ist, so kann 
f'^ X zwischen diesen Grenzen als bestimmende Function angenommen wer- 
den; X — coax ist aber negativ, wenn man x=^0 setzt, und positiv, wenn 
mau X = 90° setzt, woraus schon folgt, daCs eine Wurzel der Gleichung 
X — cosx = zwischen diesen Grenzen enthalten ist. Zieht man die Gren- 
zen enger zusammen und nimmt als solche zuerst ap:=s0,7, jrs5 0,8, so 

findet man 

[0,7] = + + - 

0,764.... 1,644.... 0,064.... 

[0,8] = + + + 

0,696.... 1,717.... 0,103.... 

Hier ist k-t-jtj = 0,2 also A = : auch ist 1» = 1 ; mithin sind die Gren- 

^•1,044 ' ' 

zen eng genug zur nähernden Berechnung. Die äufsere Grenze ist rr s 0,8, 

und da 2 n + Ä = 2 ist, so entwickele man jr^^ = yjJj "^'^ ^^^ zweiten 

Decimalstelle. Dies giebt 0,06: also ist der erste NäherungswerÜi 
= 0,8—0,07 = 0,73 bis auf (,^f genau, Substituirt man diesen Werth 
statt X, Bo findet man, dafs er zu klein ist; der Werth von x liegt also 

zwischen 0,73 und 0,74 und man hat ^4t = t?^^» welcher Quotient 

bis auf die vierte Decimalstelle entwickelt werden mufs. Dies giebt 0,0009; 
also ist der zweite Näherungswerth 0,74—0,001 =0,739 bis auf (^)* 
genau. Durch Substitution dieses Werthes statt x findet man, dafs die 
Wurzel zwischen 0,739 und 0,7391 liegt. Der nächste Quotient mufs bis 

auf die 8te Decimalstelle berechnet werden« Dies giebt 77/ q 7391; = 

i •) luUod. in anal. inBoit. L. n. %. S31. 

4"^ 
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» 

*^'?^^S^"" = 0,00001487; sbo ist der dnäe Säherungswerth 0,7391 
—0,00001488 = 0,73908512 bis auf dV/ genau. Euler findet 0,7390847. 

tZ. £9 sei ferner die Gleichung 

X — tangx = 
gegeben, welche in der Theorie der Schwingungen elastischer Körper und 
in der Theorie der Warme vorkonuni« Statt dieser Gleichung kann man auch 

schreiben ~ = 0« und man kann hier wieder wie früher be- 

weisen, dafs die Wurzeln der Gleichung = nicht Wurzeln der ge- 

gebenen Gleichung sind. (Vergl. $. 5.) Man braucht daher nur die Glei- 

chug jTCOsx — sinx s= zu betrachten. Da diese Gleichung unverändert 

bleibt, wenn man — x statt x setzt, $0 folgt, dafs jeder positiven Wurzel a 

eine negative — a ent.'^pridit. Man braucht daher nur die positiven Wurzeln 

zu suchen. Es ist 

fx ^ xcosx — sinx, 

f'x = — X sinx, 
f"x = — (x cos X + ^*° ^)- 
Die kleinste Wurzel ist xsO. Bezeichnet man durch u) ein Unendlich -Klei- 
nes, so ist klar, dafs f^x zwischen den Grenzen xssoü und x = 90 
immer negativ ist Man hat also 

[wj = 

[90^J = 

Zwisdien diesen Grenzen liegt mithin keine Würzet Es ist ferner ein- 
leuchtend, dals keine Wurzel zwischen den Grenzen x =: 90^ und x = ISO' 
enthalten ist, da cosx zwischen diesen Grenzen immer negativ und sinx 
immer positiv ist Zwischen den Grenzen x = 180^ und x = 270' ist fx 
immer positiv, und kann daher zwischen diesen Grenzen als bestimmende 
Functiou angenommen werden. Nun findet man 

[mri = + + + J 

also hat die Zeichenreihe [160-f oü] einen Zeidien Wechsel mehr ab die 
Zeichenreihe [270^]. und es liegt daher eine Wurzel zwischen diesen Grenzen. 
Zieht man die Grenzen enger zusammen, so eigiebt sich, dafs die Wurzel 
zwisdben x=:4,4 und x = 4,5 liegt, and zwar ist 
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[4,4] = + + ~ 

2,3 4,187.... 0,4006.... 

[4,5] = + + + 

1,92 4,398885 0,028949 

23 

Nun Ist g-!^ = 0,2, also ft = 0; ferner ist n =5 1 ; mithin sind die Grenzen eng; 
genug zur nähernden Berechnung. Die äulsere Grenze ist 4,5. Man niufs 
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also den Quotienten ^390—-- bis auf die zweite Decimalstelle entwickeln. 

Dies giebt 0,00. Mithin ist der erste Nähern ngs wer th 4,5 — 0^01 = 4,49. 
Da /*(4,49) negativ ist, so folgt hieraus, dafs die Wurzel zwischen 4,49 und 

4,5 enthalten ist. Nun Ist 4,5 die äufsere Grenze, und der Quotient >, oLqq ?» 

auf Tier Decimalstellen entwickelt, giebt 0,0065 ; also rst der zweite Nähe- 
rnngswerlh 4,5— 0,0066 = 4,4934. Dieser Werth ist zu klein; also liegt die 

Wurzel zwischen 4,4934 und 4,4935. Der Quotient ^*SI = "?^fof ^ 

auf 8 Decimalstellen entwickelt, giebt 0,00009035 : also Ist der dritte Nähe- 
rungswerth 4,4935 — 0,00009036 = 4,49340964 bis auf {j\f genau- In 
Bogen- Einheiten ausgedriickt, giebt dieses 257" 27' 12'', 268. Euler findet 
denNäherungswerth 257^27' 12''= 4^49340834 <^). Man kann aber vermittelst 
der JSu/^rschen Methode den Werth noch genauer finden, wenn man alle 
Glieder der Reihe, die er zur Berechnung anwendet und welche noch auf 
die achte Decimalstelle Einflufs haben, berücksichtigt. Man findet alsdann, nahe 
mit unserem Resultate zusammentrefiend, den Werth 4,49340968. Poisson 
findet **> 4,49331 , welcher Werth schon in der vierten Decimalstelle un- 
genau ist und wahrscheinlich 4,49341 heifsen soll. 

Auf dieselbe Weise, wie hier die kleinste positive Wurzel gefiindeu 
wurde, können nun auch die übrigen Wurzeln berechnet werden. Es ist 
aber einleuchtend, dafs es unendlich viele solche Wurzeln giebt und dafs 
die nte Wurzel zwischen den Grenzen htt und (n + ^)7r enthalten ist, wo;r 
die halbe Peripherie bedeutet. 

Bemerkenswerth ist auch die Art, wie Euler durch ümkehrung der 
Reihen Näherungsweribe für jede nte Wurzel findet, die desto genauer sind, 



^) Introd. in anal, infinit L. II. §. 53C. 

^«) Mein, de Tacad. des sciences T. VIH. p. 420. Ab Werth der zw^eiten Wur- 
zel giebt Poi$$on 773747, was schon in der zweiten Decimalstelle unrichtig ist, indem 
der wahre Werth 7,7115 ,... ist. 
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je gröfser n ist* Die Brauchbarkeit dieses Verfahrens in diesem besondern 
Falle hangt aber von dem besondern Umstände ab, daCs sich die nte Wurzel 
dem Werlhe (n-^^Tr) immer mehr nähert, je gröfser n ist (vergL §. 8.)- 

S4. Eine andere Gleichung dieser Art, welche in der Theorie der 
Schwingungen einer elastischen Kugel vorkommt, ist folgende: 

(4 — 3x^)8inx — 4drcosx = 0. 
Auch hier entspricht jeder positiven Wurzel a eine negative — a; man 
braucht daher nur die positiven M'urzeln zu suchen. Die kleinste entspricht 
dem Werthe jr = 0. Die nächste Wurzel findet man wie folgt Es ist 

fx = (4 — 3jr^}sinjr — 4a:cosar., 

f'x = — jr(3xcosar + 2ßinar), 

f'^x = (3jc^ — 2)sin:p — Sxcoax. 
Die Function f^'x ist zwischen den Grenzen x=^0 und x = 45^ immer 
negativ. Denn ist 3jf*< 2 oder a:<V^f , das heilst ap<45", so ist 3x^ — 2 
und also auch f^^x negativ: mithin kann f'^x zwischen diesen Grenzen zur 
bestimmenden Function genommen werden« Bezeichnet man durch co ein 
Unendlich «Kleines, so hat man 

[45"J« 

Es liegt also keine Wurzel zwischen und 45^ Zwischen den Grenzen 
X = 45^ und X = 90^ kann aber f^'x nicht als bestimmende Function ge* 
braucht werden, weil sie zwischen diesen Grenzen das Zeichen wechselt« 
Man könnte nun zwar den Zwischenraum in kleinere theilen, wird aber 
schneller zum Ziele kommen, wenn man die höhern Diflerentialquotienteii 
entwickelt« Denn es ist 

fx c= (Sjc^— 10)cosjp + 14xsinx 
f^'x = (24— 3Är')sinjE? + 20jccosx. 
Offenbar ist f'^x zwischen den Grenzen und 90'^ immer positiv und folglich 
zwischen diesen Grenzen als bestimmende Function zu gebrauchen. Die 
Zeicbenreihen sind 

M = + 

[90"J = + + + . 

Da non jede Zeichenreihe uur eiuen Zeicheowechsel enthäU, so liegt keine 
Wurzel zwischen diesen Grenzen. 

Zwischen den Grenzen a? s=s 90" und a? = 180" ist f"x immer positiv 
und daher zwischen diesen Grenzen als bestimmende Function brauchbar. 
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Mail findet 

[90^ = + 

[180^1=:+ + +; 
also iat zwischen diesen Grenzen eine Wurzel enlhalten. Die Grenzen sind 

aber noch nicht eng genng znr nähernden Berechnung, da auch/^dps=sO 

eine Wurzel zwischen diesen Grenzen hat. Zieht man die Grenzen enger 

zusammen und selzt allenfalls a^ = 2,5 und jps=2,6, so hat man 

[2,5] = + + - 

26,04 12,029 0,816.... 

[2,6]= + + + 

27,2 14,707 0,519.... 

Hier ist o'W^^^^''***' ^^ A=s.»l; auch ist n = l; mithin wird die 

Bedingung n^ l—k nicht erföUt und die Grenzen mOssen enger gezogen 
werden. Setzt man x = 2,56, x = 2,57, so findet mau 

[2,56]« + + -. 

26,81 13,901.... 

[2,57]= + + + 

26,92 13,88437 0,09057.... 

Hier ist ~^| =0,9, also £ = 0; ferner ns2^ folglich sind die Grenzen 

009057 
hinlänglich nahe. Die äulsere Grenze ist 2,57; der Quotient ttqäIjj ^^^ 

vier Stellen entwickelt, giebt 0,0065: also ist der erste Säherungswerth 
2,75—0,0066 = 2,5634. Dieser Werth ist zu klein; die Wurzel liegt also 
zwischen 2,5634 und 2,5635. Bei der nächsten Operation erhält man den 
Werdi bis auf 8 Stellen genau, und zwar ist 

/(2,5635) _ 0,00090157 _ ^rsr^c^tL'ja 
/^;ö635; ^ 13,7095659 "^ ^»^^^UOD/D, 

also der zweite NäAerungswertA 2^635 — 0,00006577 = 2,56343423. 
Poisson findet 2,56334 <^). 

Zwischen den Grenzen o: = 1 SO'' und x s= 270^ ist fx immer positiv, 
mithin keine Wurzel zwischen diesen Grenzen enthalten. Im vierten Qua- 
dranten dagegen liegt eine Wurzel } denn f'^x ist zwischen diesen Grenzen 
immer negativ. Mau kann also diese Function wieder als bestimmende an- 
sehen und findet 

[27(f] =-+ + 

[360»J = 

•) Memoires de l'acad. des sc. T. Vm. p. 4S0. 
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Die ZdeheBrabe [360^] hat also Mien Zeichenwecbel weoiger al 
Zeieheiireihe [270^]. Zieht mam die Gfeareo enger zasaaaeB, s» fadd 

(6,03= — - + 

75.7 100,34 &01 

[6.1]= ~ _ - 
67,95 107,53 4,5S 

Hier ist .rA^ = <>-^- also * = 0. « = 1 nod n = 1—*. 

2.1W.04 

Da 6«i die aufsere Grenze bc » eotwlckele muk den QoMieoiefi ^7^:^ 

1(17.03 

bb avf die zweite DeetaalsteUe. Dies giebi Of^ ; sdso ist der «r^^ Xmäe^ 
rw^fwertk 6^1—0,03^6,05. Da /^^6.05: aesativ isi. m liegt die War- 

«1 xwiscbea 6,05 und 6,tXi. Naa ist J^g- = ?l*~^ = ai»13: ako isC 

y .o.wi 1.4.-^ 

der rv«fle ymkenmfsu^rük (.Oo—OfiOU = '\0:^<6. Dieser Weitk ist 

aa kleio and daher die Wanel anisdien Krf:^r. j^^ 6«0^>7 eatlolieB. 

N.O i« ^^ = ^^ = 0,11000^^9: abo i« der dWr* \ääe. 

rmffirfrtf 6,«v>ST— aftXX299 = tsö5S67ül bisaaf yV* g^w«- Pvismm 
bat 6,059*3. 

E& ist elaleachiead, daCi aack £ese Gieicfciiag aaendlicii ^ iele reelle 
Wanela kac aad dafs die Me Woixel awisckea m — fx aad nr eaikabeo 
fac Jede dieser Wanela kaaa nadi des vorliergebepdee Veffakm kis atf 
jede Wliebige DedsalAelle genaa cefaBden werde«. Wo es 5vk. aker aar 
na eiDe aage&hre Aaaabenu^ landeb« kaaa aua aaek kier nie \iuzea 
das Wi des frakeren Betspele erwäkase CTa/erscke Verfakrea aaweadea 
aad dartk Uaikekmg der Reihea eiae Forsd Badens« weVle die fol«:eB- 
dea Warzela desto geaaaer giekf. je crvf^er m ist. 

tC Ick werde aaa eiaige Aafgabea bekaadela. kei weWiea aa&er 
dea tr^goaoaMrisckea I^nctioaea aadi die i^nctiMea r*4-4r^ aad r" — e^^ 
lOffrn—ra Aock aar Bereckaaag dieser Faact :i>aea kesiuea wk- jeiu Ta- 
feb ia der TortrefUckai Abkaadlaag Gmdenmmmi aker die Tkewie der 
Faieafiiaifaic&oaea^> Ick werde aark dem Vorgaage d>cs>es l%eWknea aar 
« t:«"+^) = Cosx aad 4:r* — e-* —Sbix säuern. 
Es aei aaa die Gleickaag 

fx Ä ^r" + e--'7 cosx— ^2 = 



Oair. Umma tk d» MilkiMiil U. «^ u 
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gegebeoi statt welcher man aach 

COSJTCOSX — 1 = 

setzen kann. Es ist klar, dafs jeder positiven Warzel x eine negative -^x 
and eine imaginäre ±x/' — 1 entspricht. 
Bier bat man nun 

fx =a COSJTCOSJ? — 1, 

fx = cosapSinjr — siaxCosx, 
fx = — 2 sin X Sin x. 

Die kleinste positive Warzel der Gleichung ist ^ = 0. Bezeichnet alsdann 
oü ein Unendlich -Kleines 9 so ist f^'x zwischen den Grenzen xssta und 
X s= 90*^ immer negativ und kann daher zwischen diesen Grenzen als be- 
stimmende Function gebraucht werden« Es ist aber 

M = 

[909] = . 

also liegt keine Wurzel zwischen diesen Grenzen. DaCsr zwischen x ss 90^ 
und 0^53 270^ keine Wurzel liegt, ist von selbst klar, da fx zwischen 
diesen Grenzen immer negativ ist. Zwischen den Grenzen x = 270^ und 
^6=360^ ist f^^x immer positiv und kann daher wieder als bestimmende 
Function gebraucht werden. Nun ist 

[270T = + + - 
[360f'-aü] =.+ + + ; 

also ist eine Wurzel zwischeu diesen Grenzen enthalten. Zieht man die 
Grenzen enger zusammen und setzt zuerst j?s=£4,7 und dann ^ss4,8, so 
ergiebt sich 

[Vl = + + - 

109,8 54,28 1,68 

[4,8] = + + + 
116,2 65,84 4,3 t. 
118 2 

Es ist aber k^c^ ^= 1 9 ••••^ also A: = -— 1, iiasl, das heiist, die Gren« 

zen sind nicht eng genug zur nähernden Berechnung. Setzt man ferner 
ars4,73, 07 = 4,74, so ergiebt sich 

[4,73] = + + - 

113,26 57,6409 0,0023 

[4,74] = + + + 

114,38 58.7791 0,5796. 

Hier ist -^ =0,9, also * = 0, n = 2. 

(Mle*i Jovrnal d. M. Bd. XXII. Hß. 1. 6 
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Die äo&ere Grenze iaC 4,74 nnd der QooCient i^^^ = ^^ mnSa 

auf vi» DecimalsteUen eDtwickek werdeD. Dies ^ebt 0.0098 : also ist der 
erste XdkerunystcertA 4,74 — 0,0099 = 3,7301. Dieser Wertli ist za gro(s, 
mithixi die Wurzel zwischen 4,7300 nnd 4,7301 enlhaUen. Der Quotient 

ff^^^l auf 8 DecimalsteUen entwickele giebt ^^^^^ = 0,00005900 ; 

also ist der zweiU Xäherungswertk 4,7301 —0,00005901 s= 4,73004099. 

Die hier abgehandelte Gletchnng konmi bekanntlidi in der Theorie 
der Schwingungen dastischer Stäbe vor. Statt des hier gefundenen Wer- 
Ibes der ersten Wurzel hat Poissom 4,73003 ^> 

S6. Auch die Gleichung 

(€' + ^^cosjp + 2 = 0, 

statt welcher man 

cosx Cosx 4* ^ = 

siAreiben kann, komat in der Theorie der Schwingungen elastischer Stabe 

vor. Hier ist 

fx = cosxCosx+ 1, 

f^jc = cosxSinx — siuxCosjr, 

f'x = — 2sinxSiny. 

Zwischen xsO und x=:90P ist fx immer positiv; es kann also keine 
Wurzel zwischen diesen Grenzen liegen. Zwischen den Grenzen x = 90^ 
und jr = 1 Sf ist f'^x immer negativ und kann daher ab bestimmende Func* 
tion gebraucht werden. Man hat 

[9O0] = + 

[180] = i 

es liegt also eine Wurzel zwischen diesen Grenzen. Nimmt man nun die 
engeren Grenzen x= 1,S und x= 1,9, so findet man 

[1,8] =- - + 

5.7 3,69 0^ 

[1,9] = - - - 
6,11 4,29 0,10 

Hier ist ;^^ = 0,8, also *«0, ii=l; der Quotient j~ mufs da- 



* ) Mem. de racsd des ic. T. VIII. p. 48a. In dem Traile de mecanique ed. 2. 
T. 2. p.389 damren steht der Werth <74503; was abor alEnbar 4J30fa heiben 
unCs, da fieser Werth = 4if4A0176a sein solL 
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her auf zwei Oecimaktellen entwickelt werden. Dies giebt Ofili also 
ist der erste Ndherui^swerth 1,9 — 0,03 = 1,87. Nun ist /*(1,87) 
positiv; folglich mufs die Wurzel zwischen 1,87 und i,8S liegen. 

^" ^** A L88) ~ 4 15792 == 0,0048; also ist der zweite NäAerun^s^ 

werth 1,88 — 0,0049» 1,8751. Dieser Werth ist zu klein: mUhin liegt 
die Wurzel zwischen 1,8751 und 1,8753. Der folgende Näheruugswerth 
kann bis auf 8 Stellen genau gefunden werden, und zwar findet man 

f'lfllll) = "^3871 ^ ^ 0>Q0009597; also ist der dritte NäherunffswertA 

18752 — 0,00009598= 1,87510402. Poisson findet in der erwähnten Ab- 
handlung 1,8756*). 

87. Ich will nun noch einige Gleichungen abhandeln, bei welchen der 
Werth von fx in einer convergirenden Reihe ausgedruckt ist, für welche 
noch keine Tafeln berechnet sind. Ich nehme zuerst die Gleichung 

l. fx = ^ — ^ + (1:2)7 -^(1.2.3)* +(1.2.3.4)» — •••• «= 0» 

welche bekanntlich in der Theorie der Bewegung der Wärme in einem 
Cylinder und bei mehreren anderen physikalisch - mathemalischen Unter- 
suchungen Torkommt '*'^). Diese Gleichung kann keine negativen Wurzeln 
haben, da alle Glieder der Reibe positiv werden, sobald man statt x eine 
negative Zahl setzt. Man braucht also nur die positiven Wurzeln zu suchen. 
Hier ist 



X JP» i X* 



8. fx 1 + o "^91 .^ + 91.3« 4 5« :i«.4VÄ + •••• 



jp , ap* x^ 



Die drei Reiben (1., 2., 3.) sind nach bekannten Sätzen convergirende Reihen, 
und es kann daher vermittelst ihrer der Werth von fx^ fx^ fx für jedes 
gegebene x mit jedem beliebigen Grade von Genauigkeit berechnet werden, 
sobald X eine endliche, reelle Gröfse ist. Bei diesen Reihen kommt man 
nemlich, * wenn man statt x irgend einen beVebigen endlichen reellen Werth 
setzt, jedesmal an ein Glied, von welchem an gerechnet der Z^hlenwerth 



•) Der Werth 1,87011, den Bouson im Traite de mec. T. II. p. 390 giebt, ist 
offenbar unrichtig und mufs 1,87511 heifsen, da dieser Werth = iyr+*' sein soll, 
wo J'ä 0,30431 ist 

**) Auch diese Gleichung behandelt Poisson in der erwähnten Abhandlung p. 522. 

5<^ 
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jedes Gliedes gröfser ist als der des nachrolgendeii. Bei der Reibe (1.) z. B. 
erhSlt man aus jedem Gliede Tn^-fi i > wenn man es mit , ^ ..^ muUi* 

plicirt, das uacbfolgende. Sobald also m so grofs ist, dafs ar<^(m+l)^ 
ist, so wird jedes folgende Glied kleiner als das vorbergehende und die 
Glieder eonvergiren za dem Wertbe Null bin. Bezeichnet man daher im 
Allgemeinen diese Reibe durcb 

setzt «0 — a^ + ^2 ~ •••• — «m-i== Ä und nimmt an, dafs von a„ an jedes 
Glied gröfser ist als da$ folgende, so bat man 

fx>Sj fx<S + a^, fx;:>S + a^ — a„^t e(c., 
so dafs man also, indem man die einzelnen Glieder der Reibe zusammen 
addirt, sieb nicht blofs dem wahren Wertbe immer mehr nähert, sondern 
auch fortwährend zwei Grenzen bat, zwischen welchen der Werlb der 
Reihe eingeschlossen ist. Die ersten Ziffern, welche den beiden Grenzen 
gemeinschaftlich sind, müssen daher auch notbwendig dem wahren Wertbe 
der Reihe augehören, und man kann mithin diesen Werth bis auf jede belie- 
bige Stelle genau berechnen« Aehulicbes gilt auch von den übrigen Reihen. 
In der Reihe f^'x werden zwei auf einander folgende Glieder all- 
gemein durch 



2».3»....mMm+l)(m + 2) ' 2*.3»....(m + l)Mm4-2)(m + 3) 

ausgedrückt. Soll nun 2^3^...mMl+lXm+2 ) > 2K3^....^m+iy^^ 

sc 

sein, so mufs 1 >► ; — t-tt-; — t-qt oder j? <r (m + 1) (m + 3) sein. Setzt 
man in== 2, so Ist (m -f- 1) (m -j* *^) ^=^ ^^* sobald also x kleiner als 15 ist, 



ar» 



ist jedes positive Glied der Reibe jT^x, von o^ttj äu gerechnet, gröfser 

als das nachfolgende negative: so lauge aber x nicht gröfser al^ 3 ist, 

bleibt auch ^ — jr-^ positiv. Die Function fx ist daher zwischen den 

» 

Grenzeu « = uud jr = 3 immer positiv und kann als bestimmende Func- 
tion gebraucht werdeu. 

^^ '** [0] = + - + 

[3]«+ ; 

mithin ist zwischen diesen Grenzen eine Wurzel der Gleichung /jr a=s 

enthalten. Zieht man die Grenzen enger zusammen, damit sie nur um eine 
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Decimal - Einheit verscbieden sind, so findet man 

[1] = + - + 

0,35 0,57 0,2 

[2J = + - - 

0,23 0,28 0,19»). 

35 

Hier ist 1 die äufsere Grenze. Nan ist k^k^ = 0,6 ; also A: =s 0, und aofser- 

dem n SS 0; mitbin sind die Grenzen nicht eng genug zur nähernden Be* 
rechnung. Setzt man jrs^],4 und ar=l,5, so findet man 

[1,4] = + - + 

0,303 0,445 0.020 

[1,5] = + - - 

0,292 0,415 0,0232. 
0303 

Nun ist 2^-rri ^^0,3, also ArssO, ns= 1; mithin sind die Grenzen eng ge- 
nug zur nähernden Berechnung. Der Quotient ~ttt , auf zwei Decimalstel- 

len berechnet, giebt 0,04; also ist der erste Näherung swerth 1,4 + 0,05 23 
1,45« Dieser Werth ist zu grots und die Wurzel ist zwischen 1,44 und 
1,43 enthalten. Da 1,44 die äufsere Grenze ist, so muls man den Quotienten 

T^rtii) ^^^ ^^^^ Decimalstellen entwickeln. Dieses giebt ^4334- = 0,0057; 

also ist der zweite Ndherunffewerth 1,44 + 0,0058=: 1,4458 bis bxl( {^) 
genau. Auch Poisson findet 1^4457. 

Die nächste Wurzel findet man am leichtesten durch folgende Be- 
trachtungen. So wie früher nachgewiesen wurde, dafs die Function f'x 
zwischen den Grenzen j? = und jr = 3 immer positiv ist, so lassen sich auch 
leicht ähnliche, aber weitere Grenzen augeben, zwischen welchen die folgen- 
den Diflerentialquotienteh beständig dasselbe Zeichen haben. Denn man hat 

4. f a? — ^^273 53:4 + 2*:3:4:5 2*3^7576"*" 2*3*74^6.6.7 •••'/' 
*• ^^^ ~ 273:4 "^2^:4:5 "**2V3.4.Ö.G ~ 2*.3M 5.6 7 + ' * ' V • 

1 ^ =" \2.3A.i 2.3.4.5.6 "'"2«.3.4.6.6.7 2».3».4.5A7.8 "*■ ••* V» 



*) Man bemerke, iab es nur nöthig ist, die Werihe von zwei der Functionen 
/^'»^ /'«, jTx %a berechnen^ indem man daraus den Werth der dritten finden kann, 
da diese drei Functionen durch die Gleichung 

mit einander verbunden sind. 
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7 /•"*— _* ^ t ^' *' I 

^* / ^ ~ 2.3 4.5.6 1.3.4 5.6.7 ^2*.3.4.ö.6.7.8 2«.3*.4.5.6.7.a9 ^ *•••» 

o f^^^^f t ^ U ^' ^^! L ^ 

®- / ~ V2.3.4.5.6.7 2.3.4 5.6.7.8 ^2».3.4.5.6.7.8.9 2*.3*4A6.7.&9.10 T^'-'V* 

lu der Reibe (4.) ist Don der Zahleowerth jedes Gliedes grober als der des 
folgenden 9 sobald x niebt gröfser als 4 ist: dalTer vA f^x swiscben den 
Grenzen x =? and jr = 4 immer negativ. Eben so findet man ans den 
Beiben (5., 6., 7., 8.), dab f^x zwiscben den Grenzen jr = undjr = 5 
immer positiv ist, dafs f^x zwiscben den Grenzen jet = und jr = 6 immer 
negaliv ist, daCs f^x zwiscben den Grenzen xsO und x^=^7 immer po- 
sitiv ist nnd f^"x zwiscben den Grenzen a: = und jr s: 8 immer nega- 
tiv. Man kann daber Jede dieser Functionen zwiscben den entsprecbenden 
Grenzen als bestimmende Function anseben. Nimmt man s. B. f^"x als be- 
stimmende Function, so bat man 

f'x p'x f'x p^x f^'x p'x px fx 

[0]=— + — + — + — + 
[8] = ~ +- + --++ *> 

Die obere Beibe entbalt 7, die untere 5 Zeicbenwechsel : es sind also zwi- 
scben den Grenzen x = und jr = 8 zwei Wurzeln der Gleicbung fx^=0 
entbalteu. Da wir aber bereits vnssen, daCs eine Wurzel, und nur eine 
zwiscben den Grenzen ar = und aps=3 entbalteu ist, so mufs die andere 
notb wendig zwiscben den Grenzen x =: 3 und jt ss 8 liegen. Substituirt 
man allmälig die dazwiscben fallenden Wertbe 4, 5, 6, 7, so findet man, 
dafs die Wurzel zwiscben 7 uud 8 entbalteu ist; denn es ist 

m = -+-+ — +-• 

das beifst die Zeicbenreibe [T] bat 6 Zeicbenwecbsel, wäbrend die Zeicheu- 
reibe [8] nur 5 bat. Zugleich ergiebt «icb aus dem Yergleicbe der zwei 
Beiben [7] und [8], dafs die Gleicbung f'x^^O zwiscben den Grenzen 
x^=^l und ar = 8 keine Wurzel hat und dafs also f^x zwiscben diesen 
Grenzen als bestimmende Function gebraucht werden kann. Und zwar 



•) Da je drei aufeinanderfolgende Differentialquolienien /"x, /""^*jc, /*+^a: 
durch die GleicfauBg 

/"x + («+!)/»+* a: + «/»+*« = 

mit einander verbunden sind, so ist klar, dals man die Wertbe aller folgenden Diffe- 
rentlalquotienien unmittelbar aus den Werlhen von fx und f^x finden nnn. 
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hat man 

[7] = - + _ 
0,007 0,13 0,07 

[8] = - + + 
0.02 0,27 0,04 

Non ist 2"^l3 — ^>®^» ^ö * = 1 ; auch ist n = ; mithin die Bedingung 

n s= 1 — k erfüllt. Bier ist 7 die äufsere Grenze und es mufs der Quotient 

^j^ auf eine Decimalstelle entwickelt werden. Dies giebt 0,5 ; also ist der 

erste Näherungswerth 7 + 0,6s=s7,6. Dieser Werth ist zu klein; mithin 
liegt die Wurzel zwischen 7,6 und 7,7. Ferner hat man, wenn man den 

Quotienten ^^ = -^ auf drei Decimalstellen entwickelt, 0,016-, also ist 

äer zweite Näherungswerth 7,6 -f- 0,017 « 7,617. Dieser M'erth ist zu klein. 

Die Wurzel liegt mithin zwischen 7,617 und 7,618. Der Quotient jr^^X 

OOOlOOiS . 

s=s Q 12326 ''^^ ^^^ "^ Stellen entwickelt werden. Dieses giebt 0,0008153; 
also 'ist der dritte Ndherungswerth 7 fil78i53. Paisson findet 7»6243, 
welcher Werth schon in der zweiten Decimalstelle unrichtig ist. 

Auf dieselbe Weise können nun auch die übrigen Wurzeln leicht mit 
Hülfe der höheren Differentialquotienten gefunden werden. 

88. Die Gleichung 

J^x — *~^ + 372« ""4(2.3)» +r(2,3.4j» ••'* "^ ^' 

welche in der Theorie der Bewegung eines elastischen Membrans vorkommt, 
steht mit der vorhergehenden in genauer Verbindung, indem Fx=i — f*x 
ist Diese Gleichung hat ebenfalls nur positive Wurzeln und es ergiebt 
sich aus den im Vorhergehenden angestellten Betrachtungen, dafs F^^x zwi- 
schen den Grenzen jr = und jcr s=^ 4 immer positiv ist und mithin zwischen 
diesen Grenzen als bestimmende Function gebraucht werden kann. Man 
findet 

[0] = +- + 

[4] = + + _ 

Offenbar liegt also eine Wurzel der Gleichung zwischen den Grenzen xsQ 
und ap = 4. Da aber auch eine Wurzel der Gleichung F'a? = zwischen 
diesen Grenzen liegt, so muls mau engere Grenzen nehmen. Man findet 

[31 = +- + 
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Diese Grenzeu sind noch nicht eng genug. Dagegen bat man 

[3,0] = + -. + 
0,06 O.tl 0,007 

[3,7] = + - — 
0,05 0,10 0,003. 

Hier ist j^QiQ = Oyij also Ar = 0^ n = 1. Die iufsere Grenze iat 3,6 und 

mau hat -^jr- = 0,06 ; also ist der erste Nähenmgswerth 3,6 + 0,07 = 

3^67. Dieser Werth ist zu klein; also ist die Wurzel zwischen 3,67 und 

3,68 enthalten. Ferner ist ^^^ = ^|yö^7~ == 0,0004, also der zweite 

Käherungawerth 3,6705 his auf {j^^)* genau. Statt dieses Weribes hat 
Poisson den Werlh 3,55, der schon in der ersten Decinialslelle abweicht ^3. 

Um die nächste Wurzel zq finden, betrachte man die höhereu Diffe- 
reutialquotieulen. Es ergiebt sich aus dem Früheren, dafs allgemein F''"a? 
positiv ist zwischen den Grenzeu jf=0 und jr=s2m + 2, und dafs F''"+*jf 
negativ ist zwischen deo Grenzen jr = 0, ar=:2i7i4-3. Diese Functionen 
können also zwischen deu entsprechenden Grenzen als bestimmende ge- 
braucht werden. Nimmt man z. B. die Function F^x zur bestimmenden, so 
weifs man, dafs diese Function zwischen den Grenzen ar = und jr=sl3 
beständig negativ ist. Nun ist 

F^'x F^x F'^x F^'^'x F^"jr F'^x F'x F'^x F'^'x F"x F'x Fx 

[0] = -+~+ _ + ~4._ + _ + 

[13] =_+-+ _ + - + __+ + 

Die Zeiclienreihe [0] enthält 11 Zeicheuwechsel , die Zeichenreihe [13J 
nur 9. Es werden also zwischen den Grenzen und 13 zwei Wurzeln der 
Gleichung Fjr = angedeutet, und da man schon weifs« dafs eine dieser 
Wurzeln zwischen uud 4 enthalten ist, so muls die andere zwischen 4 
und 13 liegen. 

Uebrigens wäre es nicht nöthig gewesen, bis zur Function f'x zu* 
rückzugeheu, um zu finden, wie viele Wurzeln zwischen den Gren- 
zen und 13 liegen. Das vorstehende Schema j^eigt nämlich| da£i die 
Gleichung F"'x = zwischen deu Grenzen und 13 keine Wurzel hat, 
und dafsF'"x zwischen diesen Grenzen beständig negativ ist. Dies hätte 



^) In der angeführten Abhandlung p. 506. 
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man auch lumiitelbar ans der Reibe finden können, welche den Werth 
von F'"x angiebt Snbstitoirt man in derselben siatt x den Werth 13, 

1 13 

60 ist zwar das erste Glied 2~3~4 I^^^n^r ^^^ ^ darauf folgende ^ 345 • 
bei den spätem GUedem ist aber jedes positive Glied gröfser als das darauf 
folgende negative; mithin ist die Snmme dieser Glieder positiv. Nun ist 
aber schon der Werth der Summe der ersten Glieder 

1 13 . 13« 13> , 13* 13»^ 

2.3.4 2.3.4.6 "*" 2».3.4.5.6 2*.3*.4.5.6.7 ^ 2*.3«.4*.6.6.7.8 2«.3».4*.5«.6.7Ä9 

positiv: mithin ist um so mehr — JP*"'13 positiv oder F'"!^ negativ; und 

eben so ist es bei den kleineren Zahlen. Um die zweite Wurzel zn finden, 

brancht man daher nor das Schema 

F™ F"x F'x Px 

[4] = - + + - 
[13] = — — + + 

zn betoiobten. Da aber F*^x zwischen diesen Grenzen eine Wurzel bat, 
00 muis man die Grenzen enger ziehen. Man findet 

[12]= - + - 

0,003 0,025 0,007 

[13] = - + + 
0,004 .0,021 

Bier ist c^'^^i =" ^>^ ' ^^<* ist A =s 0, n = 0. Die Grenzen sind daher nicht 
eng genug zur nähernden Berechnung. 
Man findet ferner 

[12,3]= - + - 

0,004 0,024 0,000113 

[12,4] =: — + + 

0,004 0,024 

Es ist ^^^ = 0,08, also A=l; auch ist n=l, mithin die Bedingung 

n>l— * erftlHt. Da 2n+& = 3 ist, so muls der Quotient '^^ auf 
drei Dedmalstolfen entwickelt werden. Dies giebt 0,004; also ist der erste 
Nähemngswerth 12,305. Dieser Werth ist zu grofs; mithin ist die Wur- 
zel zwischen 12,304 nnd 12,305 enthalten. Der nächste Nähemngswerth 
kann nun auf 7 Decimalstellen genau gefunden werden. Es ist 

P( 12.30 4) _ 0,000014980 _ nnnnfiiAi. 
F(Tp04} — 0,024393 — "»"^''***» 

also ist der nächste Näberungswerth 12,3646142. Poisson findet den 
Werth 12,41 (ebend.). 
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89. Diese Beispiele werden genögen, um zu zeigen , wie man in 
äbolichen Fällen zu verfahren hat, und um zu beweisen, da(s man vermittelst 
der angegebenen Methode alle reellen Wurzeln der transcendenten Glei- 
chungen mit jedem beliebigen Grade von Genauigkeit finden kann. Ich 
will nun schlielslich noch eine besonders interessante Frage berühren, nem-* 
fa*ch die, wie man erkennen kann, ob eine transcendente Gleichung nur 
reelle Wurzeln hat Auf diese Frage ist man besonders durch mathematisch* 
physikalische Untersuchungen gekommen, welche häufig auf transcendente 
Gleichungen fuhren, und wo es inch oft unmittelbar aus der Natur der Untere 
suchung selbst ergiebt, dafs solche Gleichungen keine imaginären Wurzeln 
haben. Es kommt darauf an , dasselbe auf rein analytischem Wege nach- 
zuweisen. Allgemeine Regeln, vermittelst deren man in jedem Falle un- 
mittelbar aus dem Bau der Gleichung entscheiden könnte, ob eine transcen- 
dente Gleichung nur reelle Wurzeln bat, giebt es bis jetzt nicht; und dies 
darf um so weniger auffallen, da die ähnliche Untersuchung in Beziehung 
auf die algebraischen Gleichungen ebenfalls nicht ohne Schwierigkeiten ist. 
Durch verschiedene besondere Betrachtungen kann man aber allerdings von 
einer Menge transcendenter Gleichuogen beweisen, dafs sie nur reelle Wur- 
zeln haben. Am einfachsten geschieht es natürlich in dem Falle, wenn 
eine Gleichung fxs=0 gegeben ist und man weifs , da£s fx das Product 
einer Anzahl einfacher Factoren ist, die alle reellen Wurzeln der gegebe- 
nen Gleichung entsprechen. So z. B. hat die Gleichung siudpssO noth- 
wendig nur reelle Wurzeln, da 

ist; dasselbe ist bei der Gleichung cosd? = der Fall. 

Eine andere sehr fruchtbare Betrachtungsweise besteht darin, daCs 
man in der gegebenen Gleichung fx=^0 statt x seines Werths a + b /"— •! 
substitulrt, wo a und b reelle Gröfsen bedeuten, und dann nachweiset, dafs 
die Annahme auf Widersprüche fuhrt, wenn man nicht b=^0 setzt. Diese 
Beweisführung scheint zuerst Fourier angewendet zu haben, welcher be- 
merkt *), dafs es hinreiche, den Werth a-^-b /" — 1 statt x in die Gleichung 
X — \taugj?=sO zu Substituiren, wo K eine Zahl bedeutet^ die kleiner ala 
die Einheit ist^ um zu beweisen, dafs die Gleichung keine Wurzel dieser 
Art haben könne. Später hat Cauch^ in einer besonderen Abhandlung 

*) Theorie de la chaleur p. 366. 
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Idee aasfäbrlich behaodelt und auf eine groDie Anzahl von Gleichun* 
gen angewendet '^}. Indem ich aof diese Abhandlung verweise ^ werde ich 
mich begnügen, hier noch einige Gleichungen abzuhandeln, die nicht bei 
Caucbj/ vorkommen, und Gelegenheit finden, dabei noch einige besondere 
Kunstgriffe anzuwenden. Ich werde besonders die im Früheren abgehandel- 
ten Gleichungen berucksichtigeu. 

Die Gleichung 

sin^ = a 

kann keine imaginären Wurzeln von der Form y+^Z^ — 1 haben, wenn 

a eine Zahl bedeutet, die nicht gröfser als die Einheit ist. Denn substituirt 

man statt x den Werth y^»^—h so erhält man die zwei Gleichungen 

1. «iny . |(s* +• €r^) = a, 

«. cosy.i(e*— O = 0. 
Soll nun z nicht sein , so kann man der zweiten Gleichung nur dann 
Genfige leisten, wenn man cosy^O setzt In diesem Falle ist aber siny 
SS 1, also ginge die Gleichung (1.) in folgende über 

3. l(«' + == Ä 
Nun ist aber 

iCe' + e-) » 1 + 1«'+^+ .... >i: 

also kann die Gleichung (3.) nicht bestehen, wenn a der Einheit gleich 

oder kleiner als dieselbe ist. Der Beweis gilt auch noch in dem Falle, 

wenn ys=sO ist. 

Auch die Gleichung 

cosx =s a 

kann keine imaginären Wurzeln von der Form x'siy^z/^ — 1 haben, 
wenn a nicht gröCser als die Einheit ist. Denn substiluu*t man diesen 
Werth statt or, so findet man die zwei Gleichungen 

4. cosy.|(^ + ^^) = a, 

5. siny.|^(«* — e""*) s= 0. 

Soll nun z nicht gleich Null sein, so mufs 8iny=0, also cosy ^= 1 sein; 

mithin hat man wieder 

\{e' + «-*) =3 a; _ 

welche Gleichung nicht bestehen kann, wenn a<l ist. 
Auch die in S* S^* abgehandelte Gleichung 

(4 — 3jp')sina? — 4jrcosjr ä 

*) Caudai Exerdces des MaÜi«aiat T. L p. 297 ff. 

6* 
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hat keine imi^Däreo Wurzeln. Diese Gleichiuig kann aach wie folgt ge- 
schrieben werden: 

sie ist mithin in der allgemeineren Gleichong 

enthalten, welche bereits Cauchjf in der erwähnten Abhandlong ((• 4.) ab- 
gehandelt hat Gerade den Fall aber, der hier zur Betrachtung kommt, wo 
nemlich a negatir und 6 = a ist, hat er nicht erörtert Man kann nun zu* 
erst beweisen^ daCsi die Gleichung (6.) keine imagin&re Wurzel von der 
Form x = y/* — 1 haben kann; oder, mau kann noch allgemeiner beweisen , 
da(s die Gleichung 

ax 



7. tangjp = r 

keine solche Wurzel haben kann, sobald ii>3 ist Denn setzt man in (7.) 
statt X den Werth y/^ — 1, so erhält man 

a * + 17273 + 0:374:5"*" •••• 



• •• • 



oder 

) ^1.2.3 

Ist noD aber a^.^'» so ist offeobar der Coefficient jeder Potenz von y in 
der ersten Reihe kleiner als der Coefficient der entsprechenden Potenz in 
der zweiten y nemlich 

1.2 ^ *T^1.2.3' 

1.2.3.4 ^ 1.2.3^1.2.3.4.ö> 
a ^«1 . a 



1.2.3.4.5.6 ^ 1.2.3.4.5 ^ i. 2. 3. 4.5. 6. 7 

etc. 
and die Gleichung (8.) kann daher anter diesen Umständen nicht Statt 
finden. Anf dieselbe Weise läDst sich nach ae%en , daCs die Gleichong 

keine imaginäre Warzel yon der Form y /* — 1 hat, sobald a<3 und b'^a ist 




1. Stern, über die Auflosxmg der franscendenien Gtekthungen. 45 

Die Gleichung (7<) kann aber aucii keipe Wurzel von der Form 
«s=y-("^/* — 1 haben, sobald a kleiner ab 3 ist. Um dies zo beweisen, 
setze man y+^Z* — 1 s^Ccosa-j-stna/* — 1) und snbstituire diesen Werih 
atatt X. Dieses giebt 

a[5_^ ]_ 1.2.3 ^ 1^.3.4.5 1.2.3... ,7 

ac ^ p*(co82g+8in2a/— 1) , p*(c<»4c>4H8in4tt/---t) p*(cos6«-f8m6a/— 1) 

IJi "*" 1.2.3.4 1.2.^77 • *• 

— a 



9«(co82a4-8ui2ay»l)— a * 

Hierons findet man 

f^ p»coa2«-|-aiii2a/— i j^ p.*(co»4«+gin4<iy— -1) p *(co66tt-f-«iii6iry— >!) 1 

— e'(cos2a+sin2a^— l) j^ + j^^^^^ 

1^ p«(coegtt4-6in2g/— 1) , p*(cos4a+8m4«/— 1) ^•(cos6a4-gm6a/— t) l 

* rO "* 133^5 14. ...7 •^J 

und wenn 'man die reellen Glieder einander gleich setz^ 



• • • • 



• • • • 



also 



• 1+ « 



1.2 '^1.2.3' 
g 1 1 g 

2.3.* ™ 1.2.3 ■*■ 1.2.3.4.5 

etc., 
weldie Gleichungen, wie schon frfiher bemerkt wurde, nicht Statt haben 
könnM, sobald a<3 ist. 

Aus denselben Granden folgt^ dafo auch die Gleichung 

keine Wurzel von der Form y-^«V — 1 haben kann, sobald (>a und 
a<3 ist. 

Die in SS. S5. und S6. abgehandelten Gleicbnogen, 

(«« + Ä^)cosa? — 2 e=s 0, 

(e» + O cw* + 2 = 
haben zwar, wie schmi dort bemerkt wurde, imaginäre Wurzeln, deren 
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reeller Theil Null ist: sie könnea aber keine imaginären Wurzeln haben, von 
welchen der reelle Theil nicht Null ist Ich will zuerst die Gleichung 

9. (^ + €r')cosa? — 2 = 
betrachten. Man subsrtituire statt x den Werth y + ^V^ — h ^ findet man 
10. ey+**'-^ + e-^y^' ^"'^ = (e^ + ^0 cosi^ ^(^^^) sin z iT— 1, 

11. cosCy + ar/"— 1) = i(^ + ^')cosy — K«*— e-')siny ^— 1. 
Man erhält also statt der Gleichung (9.) die zwei Gleichungen 
1«. (eiy + e'y)i(e' + O cosy cosät + (eJ^— iry)i(€'— ^*) siny sinar = 2. 
18. (e^— ^iCe' + Ocosysinar— (€y + €ry)^(e*— €r')sinycos« = 0. 
Stalt der Gleichung (13.) kann man auch schreiben 

14 ^LmH^ cosy ^^ e^ — <^^ C08X 
ey -f- e"^ * smy "~ e* «4- e""* * sinx * 

Soll nun diese Gleichung bestehen^ ohne dafs y oder z Null sind, so mufs 
nothwendig y =s 2: sein. Alsdann geht aber die Gleichung (12.) in fol- 
gende über: 

15. («y+ 0'(c(^r)' + (^— ^'(sinyy = 4, 
oder, wenn man statt (siny)^ seinen Werth 1 — (cos y)^ setzt, und reducirt, in 

16. (ijy— ir^)^+ 4 (cos y)^ = 4, 
also in («^ — e'^y = 4 (sin y)\ 
oder e^ — e^ s= 2siny; 
welches ungereimt ist, da e^ — e^'T immer gröfser als 2 8iny ist 

Mau sieht zugleich, dafs die Gleichung (9.) nur ein specieller Fall 
einer allgemeineren Gleichung ist, indem man auf dieselbe Weise zeigen 
kann, dafs die Gleichung 

(e* + ^"*) cosa? — n = 
keine imaginäre Wurzel von der Form y+«/'— 1 hat, sobald a nicht 
gröfser als 2 ist*). 



*) Die specielle Gleichung 

(e*^-«-»)cosx— 2 s= 
kann auch auf eine andere Gleichung zurückgeführt werden, von welcher schon Cauchy 
bewiesen hat, dafs sie keine imaginäre Wurzeln hat, von der Ferra arrsy+^y — 1. 
Man hat neiulich, da allgemein 

tang^x = +(*^|)* 

2 
ist, wenn man statt coso? den Werth ^ , substituul, 

für welche Gleiehunit Cauchy bewiesen hat> dafs ec nicht ssy-kxi/— 1 sein kann. 
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Ans einem noch allgemeineren Gesiclitflqpanete kann man die Gleicbnng 

(«» + O cos« + 2 = 
beirachten^ indem man die Behanplnng aufstellt, dab die Gleichong 

17* (e^ + a^coBx + a SS 

keine imaginäre Wurzel von der Form y + z/^ — 1 haben kann, sobald a 
irgend eine positive Zahl bedeutet Denn substituirt man wirklich y + z ^*— 1 
statt Xj 60 erhält man die zwei Gleichungen 
18. (ey+^i(e'+ er') cosy coaz+ (e^— ^rr) i(^-- er^ siny sin« = — o, 

10 ^y — g^ cosy ^_^ e^*-e*"* cos« 

Aus (19.) folgt aber ysz^z; also geht die Gleichung (18.) in folgende aber : 

was ungereimt ist, da der erste Theil der Gleichung positiv und der zweite 
negativ ist. 

80. Die vorhergehende Beweisfährung scheint, so weit sie auch 
ausreicht, dennoch auf Gleichungen, wie die in g. 87. behandelte, nicht wohl 
anwendbar SU sein. JPotirter hat aber bewiesen, dafsauch diese Gleichung 
keine imaginären Wurzeln hat. Die Methode, die er hierzu anwendet, ist 
insofern allgemeiner als die erste, da(s man nicht, wie dort, nöthig hat an- 
zunehmen, daJGs die imaginären Wurzeln in der Form y^z /'-^l enthalten 
sind , sondern den Beweis ganz unabhängig von der Form der Wurzeln 
fuhren kann) und sie erfordert um so mehr eine ausfuhrliche Darstellung, 
da Fourier dieselbe nicht völlig entwickelt und man auch ihre Richtig- 
keit in Zweifel gezogen hat För die algebraischen Gleichungen hat 
bekanntlich schon vorlängst de Gua ein Kennzeichen angegeben, durch 
welches man mit Bestimmtheit erkennen kann, dafs alle Wurzeln gevrisser 
Gleichungra reell sind, und der darauf bezfigtiche Satz zeigt sich als eine 
sehr einfache Folgerung aus Fourier's Theorie der Gleichungen. Bei einer 
algebraischen Gleichung vom traten Grade, /j^ssO, enthält nemlich die 
Zeichenreihe [ — oo] m Zeichenwechsel und die Zeidbenreihe [oo] gar k^ 
nen Zeichenwechsel, und diese Zeichenwechsel gehen zwischen den Grenzen 
— oo ood 4* oo aus iKwei GrOnden verloren. Es entspricht nemlich erstens 
jeder reellen, zwischen diesen Grenzen liegenden Wurzel ein Zeichenverlust; 
es können aber zweitens auch Zeichenwechsd verloren gehen, ohne dafs 
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soicbes auf eine reelle Wurzel deutete. So viele ZeicLenweebsel duo aof diese 
zweite Art verloren geben : eben so viel reelle Wurzeln feUen der Glei- 
cbung, und sie mujGs daber nothwendig eben so viele imaginäre Wurzeln 
haben, weil jede algebraische Gleichung vom mten Grade nicht mehr und 
nicht weniger als m reelle oder imaginäre Wurzeln hat Der Verlust von 
Zeichen wechseln, der nicht auf reelle Wurzeln deutet, kann aber nur in dem 
Falle vorkommen, wenn es einen reellen Werth a giebt, der so beschaffen 
ist, dals zwar f{a) nicht Null ist, dafs aber eine dei" algebraischen Func- 
tionen, etwa fx, durch die Substitution dieses Werthes statt dp auf Null 
reducirt wird, während zu gleicher Zeit die abgeleiteten Functionen f^^x 
und f^^x dasselbe Zeichen behalten. Sobald also jeder reelle Werth von x^ 
der eine der abgeleiteten Functionen auf Null reducirt, zwei Ausdrucke mit 
entgegengesetztem Zeichen giebt, wenn mau ihn in die vorhergehende ^ond 
in die folgende Function substituirt, so kann die algebraische Gleichung nur 
reelle Wurzeln haben. Dies ist der de Guäsche Satz, den auch Füiuier 
in seinem Werke ansfährlich abgehandelt hat. Diese Betrachtungen lassen 
sich aber nicht unmittelbar auf die transcendenten Gleichungen ausdehnen. 
Ich habe zwar im Fräheren gezeigt, dals die Grenzen der reellen Wurzeln 
der transcendenten Gleichungen auf ganz ähnliche Weise gefunden werden^ 
wie die der algebraischen Gleichungen: ich habe aber zugleich auf einen 
Unterschied zwischen den algebraischen und den transcendenten Gleichungen 
aufmerksam gemacht, welcher im Wesentlichen darin besieht, daJGs der erste 
Theil einer algebraischen Gleichung immer eine continuirliche Grö£se und zu- 
gleich das Product einer Anzahl einfacher reeller oder imaginärer Facto» 
ren ist, die den Wurzeln dieser Gleichung entsprechen, während der erste 
Theil einer transcendenten Gleichung auch eine discontinuirliche Gröfse sein 
und von dem Producte der einfachen Factoren, die den Wurzeln entsprechen^ 
wesentlich verschieden sein kann. Hieraus folgt schon, da(s man bei die* 
sen Gleichungen von der Abwesenheit reeller Wurzeln nicht auf das Vor- 
handensein imaginärer, und umgekehrt, schliefsen darf. Es wurde femer 
froher gezeigt, dals mau die Grenzen, zwischen welchen die reellen Wur- 
zeln liegen , auf folgende Weise findet Man sucht zuerst die Grenzen a 
und ß, zwischen welchen eine der abgeleiteten Functionen, etwa f^x^ 
immer dasselbe Zeichen behält, und bildet alsdann die zwei Zeichenreihen 
[a] und [i^]y so entspricht jeder reellen Wurzel, die zwischen diesen Gren- 
zen enthalten ist, der Verlust eines Zeichen wechseis, den die Reihe [ß] 
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weniger entbalt ab [a]. Es können aber, wie gezeigt wurde ^ auch liier 
Zeicbenwechsel verloren gehen, oline das solches auf reelle Wurzeln deutete^ 
jedodi nttr in dem Falle, wenn ein zwischen diesen Grenzen liegender Werth 
eine der in Betracht kommenden abgeleiteten Functionen anf Null reducirt^ 
wahrend er der vorhergehenden und der folgenden Function, wenn er in 
dieselben snbstituirt wnrd, gleiche Zeichen giebt. Enthält nun die Zeichen- 
reihe [ß] etwa 2n Zeichenwechsel weniger als [a], und weiüsr man, dafii 
zwischen den Grenzen a und ß keine reelle Wiurzel liegt, so darf man 
hieraus nicht| wie bei den algebraischen Gleichungen^ schliefsen, daCs die 
Gleichung 2n imaginäre Wurzeln habe^ weO hier die Abwesenheit der 
reellen Wurzeln durchaus nicht anf das Vorhandensein imaginärer deutet 
Weifs man umgekehrt, da(s es keinen Werth giebt, der eine der abgeleiteten 
Functionen auf Null reducirt, während er, in die vorhergehende und foU 
gende snbstituirt, Resultate von gleichem Zeichen giebt, so darf man dar- 
aus nidit «ichlielsen, dafs die (ranscendente Gleichung nur reelle Wurzeln 
habe: es kann vielmehr sein, dafis weder reelle noch imaginäre Wurzeln 
voriianden sind. Anders aber verhält es sich, wenn man mit Bestimmtheit 
weif» 9 dals die transcendente Gleichung fxz=iO so beschaffen ist, da(s fx 
das Product einer unendlichen Anzahl einfacher, reeller oder imaginärer 
Factoren ist, die eben so vielen Wurzeln der Gleichung entsprechen. In die- 
sem Falle ist fx, und jeder daraus abgeleitete Differentialquotient, fiir jeden 
Werth von x eine continuirliche Gröfse. Sind nun z. B. a und ß zwei 
bestimmende Grenzen, und enthält die Zeichenreihe [b] eine Anzahl S von 
Zeichenwechseln weniger als die Zeichenreihe [a] , so kann die Gleichung 
zwischen diesen Grenzen nicht mehr als S reelle Wurzeln haben ; sind da- 
gegen weniger als $ reelle Wurzeln zwischen diesen Grenzen enthalten, so 
mfissen nothwendig mehrere Zeichenwechsel zwischen den Grenzen a und ß 
verloren gehen, deren Verlust nicht auf reelle Wurzeln deutet, das heifst, 
es mfissen eine oder mehrere der abgeleiteten Functionen durch einen zwi- 
schen a und ß liegenden Werth auf Null reducirt werden, während die 
vorhergehende und die folgende Function dasselbe Zeichen behält Sobald 
es also keinen solchen Werth giebt, so müssen die sämmtlichen S Wurzeln 
reell sein. Dieselbe Betrachtung gilt fßr jede zwei andere bestimmende 
Grenzen. Sobald es also jfor künen reellen Werth von x giebt> der so 
beschaffen ist, da(s er, während er eine abgeleitete Function auf Null redu^ 
dr^ der vorhergehenden und den folgenden gleidie Speichen giebt^ so kann 

CMVf JMnuild.H.Bd.XXU.Hft.L 7 
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aacli die Gleichung keine imaginäre Wurzel haben ^ sondern die Wurzeln 
müssen sänimtlich reell sein. 

Auf diesem Wege hat Fourier bewiesen, daCs die Gleichnng 

keine imaginäre Wurzeln bat Es wurde schon früher bemerkt ($• 87.) ^ da£s 
je drei auf einander folgende Differentialquotienlen darch die Gleichung 

A. px + (n + l)r'^'x + xf-^^x = 
mit einander verbunden sind. Es ist nun einleuchtend, dafs weder fx noch 
irgend eine der abgeleiteten Functionen f^Xß fx^ . • . . durch einen nega- 
tiven Werth von x auf Null reducirt werden können« Nimmt man nun an, 
dafs /'''+*a7 durch irgend einen reellen positiven Werth von rt auf Null re- 
ducirt wird, so folgt aus der Gleichung (40 

f^x = —xf'^'^x. 
Hieraus folgt also, dafs jeder reelle Werth von x^ der eine der abgeleiteten 
Functionen auf Null reducirt, der vorhergehenden und folgenden Function 
verschiedene Zeichen giebt. Man kann nun ferner zeigen, dafs fx das 
Product einer unendlichen Zahl einfacher Factoren ist JPotirt^r thut dies, 
indem er die transcendente Gleichung auf eine algebraische zurück fuhrt. 
Diese Gleichung heilst 

wo n eine ganze Zahl ist. Die Anzahl der Glieder dieser Gleichung ist 
n-{-l, und wenn man n unendlich grofs setzt, so geht sie in die Gleichung (1.) 
über, sobald man ny ^=^ x setzt. Da nun die Gleichung (S.)v ^ ^1^^ 
algebraische, sich immer in Factoren zerlegen läfst, wie grofs auch n sein 
mag, so folgt hieraus, dafs e^ auch noch der Fall ist, wenn n unendlich 
grofs ist, das heifst, es mufs auch fx das Product einer unendlichen Zahl von 
Factoren sein, die den Wurzeln der Gleichung fx=^0 entsprechen. Diese 
Factoren müssen aber sämmtlich reell sein; wie aus dem Zusammenhange 
der Differentialquotienten folgt; und es ist daher bewiesen, daCs fx das 
Product von lauter reellen Factoren ist, die den Wurzeln der Gleichung 
fx = entsprechen. 

Auf dieselbe Weise kqnnte man auch, wenn es nicht schon be» 
kannt wäre, zeigen, dafs die Functionen eino? und cosa? aus dem Producte 
einfacher reeller Factoren zusammengesetzt sind, das heiüst, dafis die Glei-* 
chungen sin x == und cos o? s=i keine imaginären Wurzeln haben. Denn 
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die Gleidiuiig 

ist nur ein besonderer Fall der allgemeiDen Gleichong 

4. /<y-ny j-j-5 y+— 1.2.3,4.6 -^--..«0, 

indem man in der Gleichung (4.) nar n = oo und ny=:x zu setzen braucht, 
om die Gleichung (3.) zu erhallen. Da nun die Gleichung (40 immer in Factoren 
zerlegbar ist, so folgt das Nemliche för die Gleichung (8.)* Nun ist ferner 

fx s=: sin^r, 

PX = C08X, 

jf"a? = — sina?, 

f^^x = — cosar, 

f^x = sinar; 
es ist also allgemein Y^ :r =s — P^^oc, und diese Ausdnieke haben also auch 
entgegengesetzte Zeichen, wenn man /""^^o? = 0. setzt. Hieraus folgt, dab 
.sinarssO nur reelle Wurzeln hat. Dasselbe folgt auch fär die Gleichung 

COSXssO. 

81« Dieses von Fourier aufgestellte Princip, um die Realität sämmt-^ 
lieber Wurzeln gewisser transcendenten Gleichungen zu erkennen, von wel- 
chem Cauchjf sagt"^), dals es mehreren Schwierigkeiten unterworfen sei, 
ist von Poiff^on gradezu für falsch erklart worden. Poe^^on will dies durch 
folgendes Beispiel beweisen. Es sei gegeben die Gleichung 

fx = ^— Je«* = e*(l— Je^^-*^'), 
wo a und h bekannte Grölsen sind und a positiv ist Diese Gleichung hat 
nun offenbar unendlich viele imaginäre Wurzeln, die sämmtlich in der Form 

1 — a 

enthalten sind. Differentiirt man aber, so findet man 

f'x = €^—'ha''ef^. 

Setzt man nun /""^^:rc=?0, so ergiebt sich 

/^»ip= +6(1— a)/i''+'e«*, 
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folglich fx.f'"^x:=z^b\l — ä)\ä^Ke'^, welcher Werih fiir jeden reeU 
leo Werth von x negativ ist Hieraus wnrde also folgen, ^afs Jede reelle 
Wurzel von f'^^Xy welche man in die zwei Functionen px und f'^'^x sub- 
stituirt, Resultate von verschiedenem Zeichen giebt^ und es wurde mithin nach 
Fourier's Regel folgen, dafs die Gleichung fxzssO keine imaginären Wur- 
zeln habe ; was doch nicht der Fall ist. Hier ist aber wohl ein Trugschlufisr. 
Der Ausdruck p'^^x enthält nemlich den Factor e*, und wird Null, sobald 
dieser Factor Null wird: e' wird aber Null, sobald man x^=i — oo setzt 
Die Gleichung e^ = hat mithin unendlich viele reelle Wurzeln, welche 
sämmtlich in dem Ausdruck ör = — cx) enthalten sind. Substituirt man aber 
einen dieser reellen Werthe in f'x und p'^^Xy so werden diese Functionen 
ebenfalls auf Null reducirt uudman kann daher in diesem Falle nicht sagen, 
dalis sie verschiedene Zeichen haben. Es ist also nicht richtig, dals jeder 
reelle Werth von x, der p'^^x auf Null reducirt, den Functionen fx und 
f^^x verschiedene Zeichen giebt^ sondern es gilt dies nur fär den reel- 
len Werth , der sich aus dem Factor 1 — J a""*"* «ca-i)* ergiebt Dagegen 
giebt es unendlich mle Werthe von or, welche f^^x auf Null reduci- 
ren und die dennoch, in f'x und p'^'^x substituirt, nicht Resultate von 
verschiedenen Zeichen hervorbringen. Daher darf man auch nicht schliefsen, 
da£9 die Gleichung e* — ^6^ = nur reelle Wurzeln haben könne "^3. 

3S. Eine dritte, sehr scharfsinnige Methode hat Poisson mehrfach 
angewendet, um die Abwesenheit der imaginären Wurzeln in gewissen trans- 
cendenten Gleichungen nachzuweisen. Diese Methode ist aber schon des- 
wegen in ihrer Anwendung beschränkt, weil sie die Abwesenheit der ima- 
ginären Wurzeln nicht unmittelbar aus der Natur der Gleichung beweiset, 
sondern nur da anwendbar ist, wo man durch besondere Untersuchungen, 
die zu einer solchen transcendenten Gleichung gefuhrt haben, zugleich einen 
anderen Ausdruck erhält, welchen mau zum Beweise gebrauchen kann. Auch 
findet man vermittelst dieser Methode nur,. da£si die transcendente Gleichung 
keine imaginären Wurzeln hat, die aus einem reellen und einem imaginäreu 
Theile bestehen, also in der Form a + ^ /^ — 1 enthalten sind, wo weder a 



*) Fourier hat den hier besprochenen Lehrsatz zuerst in seinem Werke Theorie 
de la chaleur p. 372 kurz vorgetragen. Poisson hat darauf in dem Journal de T^cole 
poiyt. cah. 19 jp. 382 dessen Ünrichtidceit zu erweisen gesucht und dasselbe später 
m den Mem. de Tacad. des sc. T. YIU. p. 367 und ausfiöhrlicher T. IX. p. 89 wieder- 
holt Fourier hat hierauf zuerst kurz in T. VIII. p. 616 und ausführlicher T.X. p. 119 
geantwortet* 



1« Stern^ über die JtuflStmg deit traneeeniehten Glrichmgen. ftS 



Itodi I Null sind. Dagegen labt aie es unbestimmt, ob die gegebene Glei« 
chong nicht Wurzeln habe, die bloA aus einem imaginären Theile bestehet^ 
also in der Form b /* — 1 enthalten sind« Ich habe fräher ($. 89.) gezeigt 

dab die Gleichung 

Ä. (i — 3ßl)ainiil — 4|üi/cos|x/ = 

keine imaginären Wurzeln hat: weder solche, bei welchen der reelle Theii 

^uli ist, noch andere, welche aus einem reellen und einem imaginären Theile 

besteben ^). Auf diese Gleichung wird Pahson in seinen Untersuchungen 

fiber die Schwingungen einer elastischen Kugel geführt^, und er zeigt 

auf folgende Weise, dab sie keine imaginären Wurzeln hat Er findet 

nemlich durch dieselbe Untersuchung auch noch die Gleichung 

B. öä'- {i!^)fRRdr = 0, 

wo ff und (i^ zwei Wurzeln der Gleichung {A.) bedeuten, die so beschaf*- 
fen sind, dals fA' und f4^ verschiedene Werthe haben, also {i? — jüi^^ nicht 

Null «ndl{= (jübrcosfir — sinfir)- ist, jR^ dagegen Dasjenige bedeutet, was 
R wird, wenn man in dem Werthe von R statt f4 den Wertb fif substituirtt 
Hätte nun die Gleichung {Ä.) imaginäre Wurzeln, so dalisi etwa /'-|-7/*'~l 
nnd |H-9/*— 1 ein Paar solcher Wurzeln wären, so könnte man jüiss 
J^+y/*— i ood V>' ^=^P — y/^ — ^ setzen und durch Ässjp-j-ip/' — 1 und 
R^ssP^Q/' — 1 die entsprechenden Werthe von R und R^ bezeichnen«. 
Die Gleichung (B.) ginge also in 

r{P'+(y)dr=0 

Aber. Da aber alle Elemente dieses Integrals positiv sind, so könnte es nicht 
NuU werden, wenn man nicht P = und QssO für jeden Werth von r 
hätte« Aus diesen Werthen würden sich also Werthe *von p und g ergeben, 
die von r abhängen; was unzuläfsUch ist: also kann auch die Voraussetzung, 
dab die Gleichung imaginäre Wurzeln habe^ nicht richtig seio. Indessen 
flieht man, dab dieser Schlub darauf beruht, dafs (^^ und fi^ ungleiche 
Iferthe haben. Hätte aber die Gleichung (A.) zwei Wurzeln g /' — 1, 
— q /*— -1 und man substituirte dieselben statt (i und (x\ so wörde der 
Ausdruck (D.) Null werden, ohne iabJ^RR^dr Null wird, und also der 
Schlub nicht mehr gelten '^^}. 

*) Man erhält nemlich diese Gleichung » wenn man in der dort behandelten Glei» 
ehung (4 — 3a:)sina: — Axco8sc=i0 statt x den Werth /utl subslituirt 

^*) HÄnoire de l'acad des sc. T. VIIL p. 417. 

***) Eine andere Bewebfiihrung von Sturm findet sieb auch im Joum. des Mathem. 
par iMuviüe Nov. 1836 p. 384. 
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SS. Wir \%Mleii nin zeigen, in wiefern die BemoulUsohe Methode 
aucli auf die InnscendeiUeu Gleichmigea angewendet werden darf. (Y»^ 
8« 1.) Diese Methode beruht wesentlich auf der Eigenschaft der algdirai- 
sehen Gleichungen, dafs der erste Tbeil derselben das Prodaet einer An- 
sahl einfacher, reeller oder imaginärer Factoren vom ersten Grade ist Es 
folgt nemlicli aus dieser Eigenschaft, dafs die Coefficienten der einzelneii 
Glieder der Gleichung bestimmte Functionen der Wurzeln mnd; und gerade 
diese Eigenschaft ist es, auf welcher die Anwendung dar recurrirenden 
Reihen auf die Auflösung der Gleichungen beruht Es ergiebt sidi mithin 
von selbst, dafs die recurrirenden Reihen keinesweges vor allßetmAun 
Auddsung der transcendenten Gleidiungen angewendet werden können. 
Denn es ist im Friheren nachgewiesen worden, dab der erste Theil einer 
transcendenten Gleichung häufig von dem Prodocte der den Woneln der 
Gleichung eiuspredienden Factoren wesentlich verschickten ist ($. S. v. 6.). 
Auf eine soU'iie Gleichung lafst sich also die BemomiBsdk^ Methode nicht 
anwenden« well ihr diejenige Eigenschaft fi^t, auf wdcher allein sie 
gegründet ist: oder mau mufs wenigstens im Stande nein, den Factor 
des ersten Tbeils der Gleichung zu finden, wdeber dem Prodocte aller 
den Wurteln der Gleichung entsprechenden Factoren gleidi ist So- 
bald indessen die iranscendenie Gieichmig von der Art ist, dafs ihr erstes 
Glied das Prodncc von Facforen ist« die den Wuvxeln der Gleicfauig eafr» 
s prec h e n ^ so werden auch die CoeflkMnten der einzelnen Glieder der Glei- 
chmif anf diesefte %Vei$e« wie es bei den algehraisiAen Gleidnnq^ der 
Fall isA« ans den Wuraeln der GlM^bog insnmmfngfielif sein, nnd et 
kMu dihfr ha solchen mn^cendecicn Gleiohnngen die JBcrmonflbobe Me-* 
ihode auf diessi^ihe Weise wie hei den algehraisd«! gebranditt werien. 

Ks i^t $«hon oben ($. 10 besMkt woiden. dab die An^bildnng ia 
tftfrnomNfecbtn llctbode fim^er sehr ma^gdEhaft war. Gegenwkt^ 
VM m c brere ftmbekmigen derselben, wekbe xe^;en« wie mm aDe Wi 
«^ algrbraiscber Gkidbmßsjen i nde n kann nnd d&e diber ebne Scbwie- 
f^keat aaaT ^^^Sdbe irui^tMndeHe GlMb«ngen angewandi ntn i fen 
>Kt«cbe der <>i«en nr^pe^^ebesea Bedoi^iztig eni$f«>Kben. 

leb babe me^?^ "^j mü Haltf der bei / enriflr vwt^wmf iiden 
eii>^ saM^e !lkdiode nart^wiesm. IQn&bber ^ «e Mednie> 




>.«^ 






1« Sitrnf über die Auflömng der transcendenten Gleichungen. 55 

vrelclie Jaeobi später gegeben bat ^) und die ebne Zweifel mit derjenigen^ 
welche Fourier selbst beabsichtigte, ganz identisch ist. 

Ich werde mich hier begnügen, zu zeigen, wie man vermittelst die- 
ser letzteren Methode die zwei gröisten oder kleinsten^ reellen oder ima* 
ginären Wurzeln der transcendenten Gleichungen finden kann. In Beziehung 
auf algebraische Gleichungen habe ich das hier anzuwendende Verfahren 
bereits (ruher mitgetheilt**}. 

34» Es sei also eine transcendente Gleichung 

gegeben, so dals o, j3, y, i .... die reellen oder imaginären Wurzeln der 
Gleichung sind; nach der zunehmeöden Gröüse geordnet Setzt man 

-4l = — + ^ + y + -g- + .... 



• • • • 



-^ — 5JJ*r^ + pr + jT + -*«* 



so hat man bekanntlich 

ilx SS ^> 

A^ = il4x— 21?, 

A^ SS ililji-— 9Ai + 3 C* 

Ist nun a die kleinste Wurzel und zugleich reell, so kann man, wenn n 
grofs genug genommen wird, näherungsweise 

-^ — 7^^ 



A, 



1 



setzen: und hieraus ergiebtsich derWerthder kleinsten Wurzel as *7^« 

Bildet man daher eine Reihe, deren allgemeines Glied A^ ist, und 
dividirt jedes GUed dieser Reihe durch das folgende, so nähert sich der 



*) Craie's Joum. für die Mathem. Bd. 13. p. 399 ff. 
••) Ebend. Bd. 9. p. 305. 
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Quotient immer mehr dem Werthe a. Diese Beihe werde ich im Falgen^ 
den (S) nennen. 

Setzt man ferner nahernngsweise 

4m.2 = 1:32 + 






uM^ •^ ij*l •' 



«0 findet man 



-4,^.2.-4,^4 (-4»+s)' = 'S^^^^Xl^'^y) 9 



alao 



aß. 



Bildet man daher eine Reihe, deren allgemeines Glied AnA^2—(4n^d^ ^ 
und dividirt jedes Glied durch das folgende, so nähert man sich immer mdur 
dem Werthe aß. Diese Reihe werde ich im Folgenden (jS^a) nennen. 

Ist a reell, und hat man seinen Werth aus der Reihe (^0 gefbiH 
den, 80 findet man den Werth von ß, wenn man den aus der Reihe (Si) 
gefundenen Werth von aß durch den gefiindenen Werth von a dividirt Ist 
dagegen a imaginär, so divergirt die Reihe (Si) und es kann der Werth 
von a nicht aus derselben gefunden werden. Die Beihe (Sg) convergirt 
aber auch in diesem Falle und giebt den Werth von aß. Um nun auch 
in diesem Falle die Werthe von a und ß zu finden , bilde man eine dritte 
Beihe {82)9 deren allgemeines Glied 

AnA^2 — (^i^fl)* 

11 

ist Die Glieder dieser Reihe nahem 6ich dem Werthe ^ + 7 desto mtbr^ 
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je grö&er n ist; und diese Reibe wird immer eooyergireii, da a und ß ein 
snsammengehörendes Paar imaginärer Wurzeln sind« Ans aß und -^ + -^ 
findet man alsdann den Werth von a und ß. 

35. Ich will diese Erörterungen zunächst anwenden, um die zwei 
kleinsten Wurzeln der Gleichung 

ZU finden. Bildet man die Reihe (S), so ergiebt sich 



1 JL i. i?. i?- iZi 229 101369 
*» 2' 3' 144' 120' 4320' 3024' 1936300' 



• • • • 



Dividirt man das letzte Glied durch das vorletzte, so findet man als Nähe- 
rungswerlh der kleinsten Wurzel 1,4458 ••••; was mit dem früher gefun- 
denen Werthe (§. 87.) übereinstimmt 

Die ersten Glieder der Reihe (Si) sind 

i. -L -L, 23 257 10359 

12' 288' 3840' 1036i800 ' 130636800' 58525286400' 



• • • • 



Dividirt man das vorletzte Glied durch das letzte, so findet man 11,1145 •••• 
welches also das Product der zwei kleinsten Wurzeln ist, und wenn man 
diesen Werth durch den gefundenen Werth der ersten Wurzel dividirt, 
00 ergiebt sich als Näherungs werth der zweiten Wurzel 7,68 •••; was schon 
bis zur zweiten Decimalsttelle mit dem oben gefundenen Werthe über- 
einstimmt. 

36. Ich will bei dieser Gelegenheit einen Lehrsatz beweisen, den 
Fcnrier in dem Exposö synoptique '^) angedeutet hat Fourier sagt nem* 
lieh, dafs wenn man vermittelst der angegebenen Methode die erste Wur- 
zel sucht, und diese reell ist, dafs alsdann die Reihe der Quotienten so gegen 
den wahren Werth der Wurzel convergire, dafs zuletzt die Fehler, welche 
man bei der Annäherung begebt, wie die Glieder einer geometrischen Pro- 
gression abnehmen, deren Exponent das Verhältnifs der zweiten Wurze^ 
zur ersten sei. Hierbei wird vorausgesetzt, dafs die erste Wurzel die 
gröbte ist In dem anderen Falle, welcher uns hier besonders interessirt, 
wo nemlich die erste Wurzel die kleinste ist, mufs dieser Satz so modi- 
ficirt werden, dafs man als Expouenten der geometrischen Progression das 
Verhaltnils der ersten Wurzel zur zweiten nehmen mufs. Der Beweis ist 



*) Analyse des equations p. 71. 
Gralle's Joanuil d. M. Bd. XXIL Hftl. 8 



^H-i 
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for beide Fälle derselbe ; leh werde dalier nar den zweiten berfickanchligen 
Um den Werth der Worzel a zu finden, setzt man ;^~^^=tt* inWahrbei 
ist aber 

^ + j l l j • 

Der begangene Fehler ist also 

X+_L . JL4.JL4. • 

Ist jedoch n hinlänglich grofs, so kann man statt dessen aach 

setzen, and da, wenn n sehr groCs, •^;;:|^ ein so kleiner Bmch ist, dal 
man ihn gegen die Einheit vernachlässigen kann, so convergiren die Feh 

-^j hin nnd nehmen mithin im YerhältnU 

mm 

der Glieder einer geometrischen Progression ab, deren Exponent ^ ist. 

37. Um auch noch ein Beispiel der Berechnung der zwei klei 
sten imaginären Wurzeln zu geben, nehme ich die Gleichung 

Diese Gleichung kann keine reelle Wurzel haben, da, so lange x reell 
immer x<^e^ ist. Entwickelt mau e"" in eine Reihe, so geht die GleicF 
in folgende über: 

X s= 1+0? + — + — + ^-^ + .... 

oder in 

Vergleicht man diese Gleichang mit der algebraischen Gleichung 

SO kann man wieder zeigen, dafs sie das Product einer unendli^ 
zahl von Factoren ist. Sie kann mithin durch die Bemaullische 
aufgelöset werden. 



• • • « 
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Bildet man die Reibe (jS), so ergiebt sieb 

-"1 «^ -"3 ««U -"5 -^6 -^7 «^8 -»9 -^10 

n —1 —1. 4.x 4.1 =1 "-^^ -29 +63 +2087 
^ * *"*"*"''*4.6 2.3.4.6 3.5.6.7 2*.4.5.8 3.4.6.7.8.9 

Hieraus ergiebt sieb 

^.^.-^\ ^ '36^2-*36t6 ^ ggg^ 
^TT^T^ 722046476 ^»ööy^iD unü 

A^Ay^'-A^A^ _ 14 356678 _ ^ '^qat^q 
^ ^ _^J — 42632613 ~ ^»^•^^/o.j. 

Nennt man nun die kleinsten Wurzeln a und ß, so ist 

aß = 1,889415 und 

?^^ « i. + ^ = 0,336753; 

aß a ^ ß ' ' 

mitbin kann man, da a und ß ein Paar conjugirte imaginäre Wurzeln sind, 

a = II + 4/* — 1 und ß = a — b/' — 1 

setzen und findet vermittelst der Werthe von aß und ^^^^: 

a == 0,318133, 
b = 1,337238. 
Die Wurzeln sind also 0,318133± 1,337238 /"—l. 
Cauchy^^ findet auf anderem Wege 

0,3181317±l,3372357|r— 1. 
38. Während icb im Begriff bin diese Abhandlung zu endigen, erbalte 
icb das Compie renäu No. 10. 1837, welehe seine neue Methode von Cauehy 
enthält, die Näherungswerthe der reellen Wurzeln zu finden, welche zu- 
gleich auf transcendente Gleichungen anwendbar ist Das Wesentlichste 
derselben ist in Folgendem enthalten» Es sei 

1. f a? = 
eine Gleichung, deren erstes Glied fx zwischen den Grenzen x:=^xq und 
^ = X continuirlich bleibt Ferner sei die Function fx in zwei andere 

(Pa? — XX 

zerlegt, die ebenfalls zwischen den gegebenen Grenzen continuirlich und 

so beschaffen sind, dals die Werthe von (Px und ;kjp mit den Werthen von 

1 1 

X wachsen« Nennt man nun das kleinste und — -g das gröfiste der 

Verhältnisse 

*) Lcfons soT le calc. diif^r. , Ic^. 14. 

8* 
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1 1 

oud — das kleinste, -g das grölste der Verbäitiijsse 

fX ^ fX ^ 

uDd sind zwischen x^ und X Wurzeln der Gleicbung enthalten, so sind 
auch oTg -f~ ^ X — A zwischen diesen Grenzen enthalten und bilden zugleich 
Grenzen jeuer Wurzeln. Ist übrigens eine der Gröfsen XQ-\-ß, X — B^ 
zwischen den Grenzen Xq und X enthalten, so hat die Gleichung (1.) gewifs 
Wurzeln zwischen diesen Grenzen. 

Ist fx eine ganze Function, so kann man sie immer leicht in 
(px — XX zerlegen, wenn man für jto und X positive Grenzen nimmt, in- 
dem man die Summe der positiven Glieder durch (Px, die Summe der ne- 
gativen Glieder durch — xx bezeichnet. Da man aber die negativen Wur- 
zeln einer Gleichung, wie bekannt, immer in positive verwandeln kamt, 
wenn man — x statt x setzt, so kann man auch durch dieses yerfahren 
alle Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit jedem beliebigen Grade von 
Genauigkeit finden, sobald man zwei WeKhe kennt, zwischen wdchen die 
Wurzelu enthalten sind. Dasselbe findet bei einer transcendenten Gletdiung 

fjp =0 
statt, sobald man die Function fx in zwei andere (px — x^ zerlegen 
kann, die so beschaffen sind, dafs (^x und x^ immer wachsen, wenn or 
grofiser wird. 

Ich will nun zeigen, wie dieses Verfahren auch ans Fourier^M Me* 
(hode abgeleitet werden kann. 

Ist nemlich eine Gleichung fx =^0 gegeben , und ist eine Wura&el 
zwischen zwei Grenzen enthalten, so kann man immer so enge Grenzen 
Xo und X ziehen, da(s eines der vier folgenden Schemata Statt findet: 

r'x fx fx 

• [:?] = ....+ + + 



"• 'm^ 



• • • 



IIL 



I 



[*b) ^ . . . . + — + 



IV 1 f^"^ = .... — + 
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In dea zwei ersten Fällen hat man die Näberungswerthe 

in den zwei andern die Näbernngawerthe 

Setzt mau nun fx:=^<Px — xx, also fx^=:^(P'x — x'xj so gehen diese 
Werthe in folgende fiber. Nemlich in den zwei ersten Fällen hat man 

und in den zwei anderen 

■ 7 ^ — ; — > a?, «ö , ^^^ , — < X. 

Im ersten Falle ist (()'X—x'^ positiv und kleiner als ((>'X-^x^^oj mit-* 
hin ist auch der letztere Ausdruck positiv, folglich, da fX positiv ist, 

fX ^ fX 
9'X^X^x^ "^fp^X-X'X' 

mithin 

^ 9'^-x'^o ^ 9--s:-x'a: > *• 

Nun ist (P'X — x'^it>(P^^o — x'Xß Also ist, nach Cauchy^a Bezeichnung, 

und -I — -4 ^x* 

Eben so findet man im vierten Falle, dals p'x^ — x*Xq positiv und 
kleiner als (p'X — x'^^} ist; also mufs auch letzterer Ausdruck positiv sein« 
Da nun fX positiv ist, so hat man wieder 

fX y fX 

folgUch X^A^^. 

Im zweiten Falle dagegen ist — (^^X— %'Jr) positiv, oder x'X-^'^ 
positiv. Nun ist %'X— ^'aro>x;'X— ^^X^ folglich auch — (Cp^o— z'X) 
positiv, und da fX negativ ist, 

•r- /-^ -v fX V 
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Offenbar ist aber hier 2-^^V^ = ^'^"t""" grofeer als ^'^j?'^<^ = X^^^- . 

fX — /x «^ /x — /x 

midiin nach ComcI^^b BezeichnoDg ^ — y^x ^^^^ ^''^ daher JT— .1^^. 
Auf dieselbe Weise kann man zeigen, dab anch im drilten Falle 

^^ > X , ^^ , > X ist 



Dieselbe Betrachtung fuhrt nun auch zur Bestimmung des zweiten Nj 
rungswerthes, der zwischen Xu und x liegt 

Im ersten Falle ist <P'x — x'X positiv, also auch der gröCnere 

Werth (P'X— z'jpo positiv. Da nun fx^^ negativ ist, ao ist ix—V^x ^^^^^ 

j, " * • 

kleioeres Positives als .^^^ , mitbin 

und da P'X'—xf^o^^'^o — x'^t t>o ist nadi Cauchj^a Beseiclinaiii; 
*b-- ,j ^/^ a= »0 + a, indem, da /•«?„ negativ ist, 

^fJ^ < Sl^jr-jC^ Ist. 
Eben so findet man im vierten Falle 

Im zweiten Falle findet man 

und im drilten 

Es ergiebt sieb aus dieser Ueberaicbt, dafii bei der i'burttfr'schen Methode 
ie Grenzen noch enger sind als bei der von Cauehy. 
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2. 

Ueber die Zerlegung gebrochener algebraischer ratio- 

naler Functionen in Partialbrüche. 

(Von HriL Prof. OeMnger zu Freiburg L Br.) 



L 

iJie Zerlegung gebrodieuer Functionen ist schon vielfach und namentlich 
von dem Herausgeber dieses Journals (Memoire sur la decomposition des 
fracHons algebriques rationelles. Vol. IX. et X.) umfassend und gründlich 
behandelt worden. 

Die Miitheilung nachstehender Methode aber die Zerlegung gebro- 
chener Functionen in Partialbruche durfte daher nur in so fern nicht un* 
willkommen sein, als sie, so viel mir bekannt ist, auf neue Resultate fuhrt, 
welche, einmal gewonnen, den Yortheil haben, daCs sie in allen Fällen die 
Rechnung sehr erleichtern und ungemein schnell und bequem die Coefü- 
cienten der aufzusuchenden einzelnen Partialbruche darstellen. 

Unter der Voraussetzung, dafs jede ächte gebrochene Function von 
der Form 

(-^0 + -^^ a: -f- -^1«* + • • • • -^m a?'«)P 

auf folgenden Ausdruck 

B0 "f* Bj jc-|- J5j X* •!-••.. BxX* ^ 

zurückgeführt werden kann, handelt es sich darum, die unter letzter Form 
erscheinende Function in Partialbruche zu zerlegen. 

Doch bleiben wir nicht bei dieser Form einer gebrochenen Function 
stehen, sondern wählen folgende allgemeinere: 

1 fj^ ^ 

wo 

fx = Äo + Ä,a? + B2^'+ •••• B*^f 

f(x±ar) = (x + nJCar+Oj) .... (a?±flr)» 

bedeutet; femer 
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ist and 

in der Regel onter sieb yerschiedene Werthe beseieboen. Die hier zu 
findenden Formeln werden erkennen lassen, wann hiervon eine Ausuafame 

Sta(t findet. 

Die Zerlegung der vorstehenden Fanetion in Partialbruche fuhrt 
auf folgendes allgemeine Schema: 



> ■ fc 



"•^(x+M"' (*+*»)"'" («t^)"'"'^ ^±*I 

(a^±*iy' (a^±*.)''»~' (x±6.)''»-» "^ ar±6. 



W/5 "/? »'Z? «*/».• 



Die Aoflösung des vorliegeudeu Problems beruht anf der Auffindung von 
Formeln, durchweiche die Werthe der CoefBcientenHi^ D^y ... 'JS09 ^E^^.^ 
nicht nur auf zuriicklaufendem sondern auch auf unabhängigem Wege leicht 
und bequem mögen ermittelt werden können. Die Methode, welche uns zum 
Zwecke fuhren wird, ist im Allgemeinen die Methode der unbestimmten 
Coelficienten, angepafst an die Eigenthumbchkeit der vorliegenden Aufgabe. 
Wegen anderer Methoden und wegen Feststellung der hierher ge- 
hörigen Yorbegqffe verweisen wir auf die schon angeführte Abhandlung 
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des Herrn Herausgebers, so i^ie auf die MlttheilangeD im i., 7. u. 8. Bd. 
dieses Journals von den Herren Dirksen, Clatisen nnd Beyer^ und bemer- 
ken, daCs ans die genannten Abbandlungen bei Aufsucbung der nachstehen- 
den Resultate nicht zu Gebote standeUi sondern erst später mit dieser Ar- 
beit verglicben werden konnten. 

Obgleich nun unsere Methode keinesweges auf comblnatorischem 
Wege gesucht wurde, so fuhren doch ihre Entwickelungen auf mehrere 
Sätze, die den Combinationen angehören und von denen uns nicht bekannt 
ist, da(s sie schon irgendwo mitgetbeilt worden sind. Um den Entwicke- 
iungsgang nicht zu unterbrechen, sollen diese Sätze und noch einige, die 
gerade nöthig werden, unserer Abhandlung voranstehen ^ um im Laufe der 
Untersuchung darauf zurdckweisen zu können« 

n. 

Einige Hülfs$ätze von Combinationen. 

Die Art, wie die Gruppen der Verbindungen einer bestimmten Classe 
in die niederer Classen zerlegt werden können, ist sehr mannigfaltig und 
leicht zu finden. Wir theilen folgende Art ohne weitere Begründung mit. 
Die Bezeichnungsweise ist diejenige, welche in unserer Lehre von den 
Combinationen zum- Grunde gelegt ist. 

.... + öiC'(ö2, Ö3, ••.. ö;.)*-* + C'Coa, Ö3, .... a;)\ 

+ a3C(fl|, ayC{a^, fls» •••• «r)*"' 
^a^C{a,, 02, a^yC(as, a^, .... Hr)*"' 



+ flr-Ha ^(^1 > ^ > • • • • «r-Jk+l y C(a,^i^i , . . . . fl^)*"^ 



7. C'(fli, ii„ .... ar)i = OiC(a,yC'(ffx, Ö2, •••• «r)*"' 



ereilest lonnial d. RL Bd.XXH. Hfl 2. 9 
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Aus (1.) labt sidi Idldit folgende GleichiiDg ableiteirt 

Wird das Gesete dieser Gleicbong aaf den asweiten Ansdnick redits vom 
Gleichheitneichen fibertragen und wiederbolt anf das sich ergebende Be* 
snltat angewendet 9 so erhält man folgenden Ansdmck: 

8* Cia^y a^j .... OrY = C(öj, o^, «r)* — «i^Cai, o,, .••. ö^)*-* 

+iitaiC(a,,ii,,,.-.ii^)*-*..,^(— )*(«i)*C(iii,«,,.-..ii;.)^. 



Werden die SteOenzahlen der Elemente dieser Glachnng nm eine Ein- 
heit erhöht; wird dann r — 1 statt r gesetzt und jeder Ansdmck auf 
der rechten Seite des Gleichheitszeichens wieder nach der Crleichnng (8.) 
selbst entwickelt nnd das erhaltene Resultat geordnet, so entsteht folgende 
Formel: 

C(ihy Ott .••• lO' = 
C(«,,a2,-.-.a,y— a^fl4C(a,,a2,.•..a,)*--*+a,al«/C(Äull,,....a,/-•- 






• • • • 



.•••(— /o* 



«1 Ollis 



C(ßty #i> •••• äJ 



.0 



las eben beschriebeae Yerfidbren widerbolt angewendet und « 
», so föhrC es za folgeudem aUgemeinen Gesetee: 

— C^«,, «,, .... «^»C(«i, Ol, .... ^o*-* 



(— )»C'(a„ •„ .... a;i'C(m,, o,, .... «,)•. 



Diese oad die vorii etgcl i end en deiclimigen gdtm nidit nur tob d 
Gruppen, sondern andif »rie natöriidi danns folgt, von den Giiyp eo-J 
sablen. Ans (9.) läCst ndi für diesen Fall fdgende GleSchnng ableiten 
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lU. pjY- 

**'-* _ £ ^-*'~' 4. P(P+i) r»-'!-^ p (p+l)(p +2) r»-» -» , 

irr 1 * i*-iii T 12 'IJ^^Ü»" 1.2.3 ♦■ii=öir + »«** 



/__"\J-1 P ' «,/ \k P ' 



Der Ansdrack auf der linken Seite des GleicbbeitszdcbeDs fährt nur eo 
lange aof darstellbare Werthe, als die Elementenzabl der Classenzahl gleich- 
kommt oder sie flbertrifit, oder so lange 

r— /» % k 
ist Wird shef r — p ^ k, so können keine Grappen mehr entstehen nad 
die Gleichung (9.) geht in folgende übet s 

lt. C(a^i, Äp+j, ....«,)* r^p 

oder aach dorch Cmstellnng in: 

1«. C'(a„ «,,.... <^)* = C(ai, a,, .... «^)»C'<ai, <*,,.... a,)»-» 

— C(a,y «,,.... OrfClaiy «,, .... a^)»-» 

Diese Gleiclmng gut noefa, wenn r=5/^ ist Es ist alsdann 

Hierin «eigen CS C\ C\ .... C'S C'", C'', ••.. die Gruppen der Verbin- 
daugen ohne und mit Wiederholungen, zur ersten, zweiten, dritten Classe 
u. s. w. aus den untergeschriehenen Elementen an. Aus (12.) und (13.) 
ergeben sich durch Substitution der Zahlenwerthe folgende Gleichungen: 

,4. (fr= ^.(ir_:^.(ir'+dr=§ijt3.(zr-. 

•••• V""/ i""5 Z > 

15. [^j) »x'VT/ iTsT-Vj; + — rX3 — -W 

•••• V""^"-^^ 1.2.... fc • 



• • • • 



• • • < 



68 2> OettingeTf iibir die Zerlegung atgebriäseher Bruche in Partimibntehe. 

Der Salz (13.) kann auch anniittelbar auf folgende Art dorcb Zer« 
legong nacfagewiesen werden: 

C(a„ 02, ar)C'(ai, .... «,)*"* = 

. . . . + arC(a„ .... «,)» C'(«f,)»-» 
+ «kC(a„ .... arya(ai, ....«,)»-» + o^ C(a„ .... a^yCC«,, .... a,)»-» ... 

— C(ai, .... OrfC'ia,, .... «.)*-» — 
— «iC(fl„ .... OrYC'iait .... «,)^~*— «2C(a„ .... a.yC'iOi, .... i^)'"* ... 



• • • 



±C(ii„ .... a,)*-*C?'(ai, .... u.) = 
±[«|C?(*, ....ii,)*-^C^(a„ .... a^y+fl,C(ii„.... ii,)*-'C(a„.... a.y ... 

. . . . + ^3^-4+2 ^(^»»— i+a> • • •• ^)^^(^^-n-2 • • . . i^yj 
±[«iC(aO*C(i|„ .... a.)*-^+ö,C(ao a,yC(a., .... a,/-» .... 

.... flr-HaC'(ai, .... fl^^-i+i)* C(a,.a+j • • • • flr) *]• 

Worden die Aosdrflcke auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens ver-^ 
em^ty 80 findet mnn^ mit Räcksicht aof die Gleichung (7.), durch Suauuirung 
der ersten HoriKontalreihe 

e* = oc^-' — oo^'^ .... (— )*^*c* 

Diese Gleidiung fallt mit (13.) zusammen. An diese Gleichungeu 
sAliefaen sidi nun leicht folgende, deren Begründung keine Sdiwierig- 
keit hat, 

le. C(a^iy a^2j .... flr)* = 
^(ßiy Oll •••• flr)*— C"(ai, flj, .... OpYC'iaj^^ .... ÄrV 

+ C^(ai, o,, .... Op)^ CV(a„ .... a,y 
— eca^, «,, .... a,fC(a,j .... o^y 



(-)*C?'(a„ <fe, .... fliO*> 
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17. C(ßi^ 029 •••• ^> *i> ^1} •••• ^p)* = 

C(ai, Ö2, .... a,)* + C(ai, .... a,)^^C(b,, b^y .... ä^)* 

+ C(ax, .... ii.)»-^C(*„ ft„ .... Ä,)^ 



+ C(*i, fta» •••• bp)\ 

18. C^(öi, Ol, .... a,., Äx, Äj, .... ftp)* s=3 
C"(ax, 02, ...• flr)' + C'(a„ 02, .... oO*-'C'(ftx, »2, .-. »pV 

+ C'(ii,, Oa, .... o,)'-^e(J,, b,y .... b,y 



+ o(b,,b,,:...b,)\ 

Diese Gleichungen gelten, wie leicht ersichtlich, nicht nur für die Gruppen, 
sondern auch für die Zahlen -Ausdrucke derselben. Deswegen ist auch 

«•• ^i^' - (f)"'-f -(fr +^-(fr'— ••(-)*^. 
-• (^f^') = (rr+f (fr+(ir(fr"H--+(f)"' 

Die Harmonie dieser Gleichangen mit der Gleichaog (10.) tritt sehr 
deallicb hervor. Setzt man in den Gleichangen (17.) ond (18.) die EUe- 
mente der einen Art einander gleich und d^ =s ^j = ^s = • • • • ^p «s 5^ so gehen 
die Gmppen der Verbindungen in Potenzen über und es treten die Zablen- 
Ansdröoke statt der Gmppen ein. Also wird dann 

SS. C(a,j «„ .... a„ JP)» » 
C(ai, a,y .... ar)*-{-^C{aif a,» •••• «r)*"** 



I p(p-1)Cp-2) »♦> (p-*+l) p^ 

1 .2* 3 .«•• M^ 



«3. C(aij Ol, .... n-, *P)* s=» 



• • • 
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In diCHeii Gleichungen wurde das Gleicbsetzen mehrerer Elemente 
durch ro((nizen, wie es gewöhnlich geschieht, angezeigt. Diese Darstel* 
lunffcu bexiehen sich auf Verbindungen mit beschränkten Wiederholongen, 
unlerscheiden sich aber von den in meiner Combinationslebre $. lt. p. 16 
Hnf(cgobenen dadurcli, dafs die Eleuiente erst nach der entwickelten Dar- 
Nlc^lliing den Gruppen gleich gesetzt wurden. 

in. 

Der Kürze wegen bezeichnen wir die allgemeine Function ( L) durch 

: ff 

worin 

und für f\pp±o,) und f{c^^^x) das oben schon Angedeutete zu setzen ist. 

Am einfaohsten lassen sich die Werthe von D^y D^ Dy^ ...* 
Kl « Ki « £!^ % die oben vnter dem Schema 9. aafgeiuhrt sind , bestimmen. 

lim zuerst die Werthe von H^, H, , .... zu finden, werde das 
SSchoma 9. mit dem Nenner der vorliegenden allgemeinen Function 1. ver- 
vieiracht« Dadurch theilt sich die Cresammt- Anzahl aller Partialbröche auf 
der rt^leu Seile des Gleichheitszeichens in zwei Gruppen. In denjenigen 
Brüchen« welche A, D^y •••• Dr im Zahler haben, ond in den übrigem 
mugleich « tritt hiefdurch mit jedem Gliede immer ein Factor in Verbiodung» 
welcher den Factor im Nenner zerstört^ und es entstdien lanter Factoreo- 
Aicgregate ohne Nenner« aus welchen sich ohne Schwierigkeit die Werthe 
der m bestimmenden Gr&rs«n D^^ D^ . . .. Dr ableitea lassen. 

Beuraditeii wir merst die besondere Form der Fuction (1.) 

f» 

9i> giebii das angedemece Ver\iel&chea 

w^M «acer ,C Jf) das Aggregat alkr Glieder «ri der an tees Twge- 
aoiamrwrm Ver^adenMfesi bemei c i mci wird« wefete dvdk 
»i^ dwi N<«NK^ der FattcuM 
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Setzt man niu in dieser Formel aümiilig a^ d^ Oj, .... a,. statt x, 
80 Yerschwinden jedesmal alle Glieder bis auf eines, welches sofort ganz 
zor Bestimmung des gesuchten Werthes der verschiedenen Coef« 
dient. Führt man hierbei die Bezeichnung 

in den Caicul ein^ so findet man zur Darstellung der fraglichen Werthe 
folgendes Schema: 

84. o^ « ^:b^< ^, 

fi ^^za\ 

Mß2 S^ ' ' ^ ' , 



Hiebei ist zu bemerken, dafs 



«ifc — at _ 



/(Oi — «r) (ö* — Oi)(ö»— «>) •••• («Ä— «*-l)(0X— «Ä+i) •••- («i — ar)*0 



ist. Auf ähnliche Weise ergeben sich die Werthbestimmimgen von D^ 
D^y •... für alle besondere Formen der allgemeuien Function 1. 

ffo^ 

wird sein 

25. D, ^lB,y(a^-..^) 

Nach den nämlicheii Vorbereitangen ergiebt sich für die FonctioD 

/f 

/(x+a,)9»(«—i.)''/(c9—*)9>(rf»— «)*•.«"' 



wenn — 0^ — a,^ — Oj» .... — tfr aUauÜig statt x gesetzt wird, 
oder 

* /(«»-•0«'(«»+*.)'''/(c9+o,)9P(*»+ajy»oJ'^ 

wenn iiis=Pi+/'»"t"»...p»+«+t*— 1 ist. 
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Für die Form 

A 



ergiebt steh 

Jff^y B- al(ax — ai) 



Um die Werthe vou JSTx, K^j £3, •••., welche in dem Schema 8. an- 
gegeben sind, zu erhalten, vervielfache man, wie vorhin, mit dem Nenner 
der allgemeinen Function und trenne die Glieder in zwei Gruppen. Hier«- 
durch entsteht 

fx =2 [JCi(C2— ^) •••• ^g — '^) + Ä2(r| — x){c^^x) .•.. (r^ — x) .... 
.... + K,(Cx— J?) .... (c^^x--x)\f{x±ar)(P{x±h.J'(fi{du'-xy^a^ 

Werden hierin allmälig statt x die Werthe c^ C2, ^3, .«•• c^ ein- 
geführt, so verschwinden alle GUeder mit Ausnahme eines einzigen und es 
bestunmen sich die Werthe der fraglichen Gröfsen durch folgende Gleichung : 

j^ j^ ^ ^oBt<('i-Cj) 

* ncr,±ar)<p(cj^±b.f'fic^-c,)cfidu-cj,y-cl' 

worin die Gleichungen 

(p{e,±b;f' = (c,±b,rici±b,y- .... (c,±bf% 

die einzuführenden Werthe andeuten. 

Behandelt man nun endlich noch die Function 

f^ 

f{X'^a^)f{x^hy)(p{x±b.f*fi,c^^x)q>{du-xf^x^ 

um die Coefficienten, welche durch Zerlegung der Function f(x^ar) Ia 
Partialbräche nötliig werden, zu bestimmen, so erhält man 

SlB^a\{a^'^aj) 



80. Dt = 



./- »• 



/(aj_a.)/(aj +Ä.) q> {a^±bs/'f{c^ - a^) tp (du ~ a^'"aj J 

Die Werthe der Coefficienten für die Partialbruche , welche sich auf die 
Function f{x + h^) beziehen, und die durch //x, fl^, JI3, .... H^ bezeich* 
net werden sollen, bestimmen sich durch die Gleichung: 
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81 H^l^r {K^h.)K{-YB .hl 

In diesen Aosdröcken gehen die oben angeführten Bezeichnungen gleichfalls. 

Besondere Fälle. 

Ans den vorstehenden Gleichungen lassen sich nun leicht besondere 
Fälle bei Auflösung vorkommender Beispiele ableiten. Ist, um anf das Bio- 
fochste zurflckzugeheU) die Function 

in Partiälbrfiche zu zerlegen^ so sind die Coefficienten der Bräche, welche 
sich auf f{x — Or) beziehen 






Äo + Bi^V+B.«;+.... 



(«1— «i)(«2~-ö$) ....(öj— ar).«;* 



Für die Function 



fx 



f{X'-ar)(x±byos^ 

ergiebt sich 

1) Bq + B, gs + B^ o;-t- .. ,. 



Kommt dasBioomium {x-^by in Betrachtung, so kann auch eines der Ele- 
mente ai, O], •••• ür so grols ab b sein. 

Für die Function 
ist 

Cftlk*« Iraraal d. M. Bd. XXIL Hft.1. 10 
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* («i—öi)(fli— «$)•••• («1— «r)(aÄ+'^|)(a4+/ij) .... (a4+Mai±*yfl?* 

"» ^ ' (A»+«»XA,+a,).-..(»r+«rX-At+*tK-A,+Ä,)....(-Ä,+A,)(— A,±6)pa;' 

»» __ /_\»fr Bq ~ ^1 At ^-P» A^ — .... ^^^ 

'"'' ' (»,+«,X»,+«,)...(»r-HrX-*l+*iX~A,+A,)....(-Ax+ArX-A,±*/A»' 
W ^ / ■y**^ — ^. — -P i A»- 4-Bi A J — .. . . 



(»,-hijXA,-hi,)...(A^-f«rX-A.+*iX-A,H-A»X-A,+Aj...(-A,-|-*,X-A,±*)PA:* 

Ffir die Fimction 

/* 



/(«+«,)(*—*)'*") 



8«. A = (~) 



B.— g««.4-B»«;- . 



K~a,)(a,— a,)....(a,— •,)(•,-!. A)^a7' 
n ^ / y i Bl . I P. — B» *« T B« *» — •"' 

n __ /___\i4p+»— » "♦ — S| '« "T ^1 <»? — — 

"» — <>'' («*-ai)(«,-«,)(«,-««)....(«,-.«.X«.+*)'<' 

II. 8. w. Die Zahl dieser Fälle Übt sich nach Willkür ausdehnen. 

Soll die Fonction 

1+x 

(«• — 6«» + 11« — 6)«» 

in PartialhrO^ serl^ wetden, so ist 

i-^x l+x 

(x« — ()«» + ll*— 6)»» ^ («— l)(x— 2)(x— 3)x*» 

and es isl in (S«.) «^=1, Ä»«!, «.»1> «»^S, «5=3, » = 2 m 
selsen. Dies siebt 

^'^ -~ (l— 2)(l-3).l» ~" 1.2 *» 

n — <4-1.2 _ _ S , 

*^ ~" i2-l)(2— 3).2* "" iTO "" •* 
^* (3— 1)(3 — 2).3» t,9 ^ 

ffiernach sind die Co^denten der Brd^n in Beaiehong anf die F^uiccioa 

l+x 1 3 . 2 j /^ v> 

(«»— 6x«-fllx— 6)x» "~ X— l 4tx— 2) "^ S^x— 3) ■»" ^'*' ^ '• 
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Soll die FoDction 

l4-2x l + 2x 



(a?» + 6x» + llx+6)«* (x+l)(a?-f-2)(x4-3)»* 

in Partialbrüche zerlegt werden , so ist ans (35.) > wenn rss3^ P^=^Of 
ii=s2, Bxs=l, jBjssSy ax = l9 02^3 2^ a3 8=s3 gesetzt wird: 

n s- /_^« *~^'^ _: 1 

^i — V -^ (t— 2)(1— 3).l« *^ 

^» ~ (~^\2— 1)(2-3),2* ~ +*» 

n .— . / V ^~^*^ — -^ j> 

^3 — V ; (3_i)(3_2).3* ~ ^^^ 

und es ist 

(a?«+6a:» + lla?+6)a?» 2(x+l) ^ 4(x-f 2) ^ 18(ar+3) ^ ^^ ^ 

u« s. w. Der begleitende Ausdruck i^pN) bezeichnet die noch fibrigen 
Brüche^ deren CoefScienten in dem allgemeinen Schema durch AoyAu ...• 
angedeutet sind« Ihre Berechnung soll nun gezeigt werden. 

IV. 

Um die Werthe der Coefficienten A^j A^^ A^y .... An^i in dem all- 
gemeinen Schema % zu bestimmen , gehen wir von der Untersuchung des 
einfachen Falles 

/^ 

aus. Setzen wir nämlich nach (8.) 

80 wird durch Vervieirachen mit dem Nenner: 

36. fx =s [Jo + ^iÄ? + -i2^ + -4sa:' + *... + ^„-i]/*(^ — a^) 

~l JC— Oj ' x — Oj ~ **** ~ a: — ar J 

Werden die in diesem Ausdruck angedeuteten Entwickelungen wirklich 
ausgeführt, so kommen in der ersten Reihe auf der rechten Seite des Gleich- 
heitszeichens alle Potenzen der Grölse x^ die zwischen und r+i> — 1 
liegen, vor. In der zweiten Horizontalreihe werden sie auf die Grenzen 
von n bis r-j-it — 1 beschränkt sein. Hieraus folgt, dafs die Potenzen 
von af^ bis x'"'^ welche aus dieser Entwickelung entsprungen, ausschliefs- 
lich die Vorzählen ^, Ai^ A, •*•• A^^i führen müssen. 

Hält man diese Bemerkung fest und macht die nötlugen Entwickelungen 
für die erste Horizontalreihe, so kann man allein hierdurch die Werthe der 

10* 
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Vorzählen A^j Ai, ufs, •••• besdmmeo; deun man hat zo diesem Ende nur 
die Vorzählen^ welche za einerlei Potenz von x in dieser Bntwickelung 
ond in der Reibe» welche darch fx angedeutet wird, gehören, gleich zu 
setzen nnd dann die Werthe von Jo» «^o ^ß •••• ^^^ S^^^ desientare 
Weise abzuleiten. 

Nun ist bekanntlich 

fix-^Or) = (x — fli)(ar — Oa) .... (x — o^) 

— x'—'Ox^'+Car'^^(Px'^+ .... (— /C^ 

(«!> ^» öj, a^y .... Or). 

Wird dieser Ausdruck in (36.) eingefährt» vervielfacht nnd das JResultat 
nach den steigenden Potenzen von x geordnet^ so ergiebt sich folgende 
vergleichende Zusammenstellung: 

87. Bo+BiX+B^x^'{^B^x^+ .... +B^^x^^ 
CS (^y[C^Ao+C'A,x + aA2X^+C'Ajx'+ .... +CyA^tX^^] 

(^y-^[C^'AoX + C^'Aix'+C^'A2x'+ .... +C^4.«2^i^*l 

(r-y-''[C^AoX^ + C^A 0?»+ . .. . + C^4,^«^l 



(ßiy Ost ÖS, 0«, .... ai). 
Hieraus ergeben sich folgende Gleichungen zwischen den Vorzählen: 

B, = {r-r[C^A,-C^A), 
welche auf ganz einfachem Wege zu folgender Zusammenstellung fuhren : 

38. Aq SS (— "y ßF» 

^» ^ V. ; c ~ c c * 

•«* «= t""/ c^T gF jj;^ I g; "-C—r — gr-* 

(•i» ^» ^> Äi» t • • . ^). 
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Diese Bfldaogsweise ist zorficklaofend. Sie läCrt sich in folgende ein- 
fadiere Formel nmformeu, wenn man den Hölfisatz 

39. gC-M"« 'r)'-^ « C(l, i, .... lY, 

C(aj, O,, .... «r)' ^i «» «r/ ' 

der noh leicht rechtfertigen liXst, za Hölfe nimmt Bieraas wird 

40. J„ = (r-yC'B^y 

A, = (—yC-Bj + C'Ji— C»Jo, 



/i 1 1 1 i\ 

Na, ' a, ' Oj ' O4 ' ar/ 

Benutzt man diese zoräcklaafende Bildongsweise, am eine anabhäogige 
Art EU erhalten, so sind die Wertbe för A^ A,, ....^ so wie sie darch 
die frdhern Gleichangen gefanden sindi in die spätem einzofohren. Es wird 

A, = (-yC'[B,+C»llo] 

(111 1\ 

Vnsä der Werth yon Ai und A, in die dritte Gleichung eingeflAhrt, so 
findet man 

A = (-)'C-(B, +C» B, +C'C'ÄJ 

— CBof 
= (— yClB, + C'»JB, + C^B„] 

(111 l^ 

wenn man Räcksicht auf die Gleichung (18.) nimmt Eben so erhalt man 
durch Einffihrung von A^ Aiy Ai in äie dritte .Gleichung von (40.) 

Fährt man diese Substitotionen fort, so ergiebt sich folgende Zosammea- 
stellung: 
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4t. 4, = i-YC-B„ 

A, = (-rC'(B,+C"B^, 

Ä, = (-)'C'(B,+C«B.) + 0«B„), 

A, = (.-rC'(B.+C'B, + C"B, + CB^, 



Ai = (-)'C'(B, + C"B,-, + C"B,_, + C"B.., +.... +C"B.), 
(i. 1 ± i.\ 

Die Gleichungen (40. und 41.) lasseD sich nnmlttelbar auf die Zerlegung 
der Function 



auw^nden^ wenn die angleichen Slemente einander gleich gesetzt werden, 
b au ihre Stelle tritt und r in ;> Qbei^efat Es sind alsdann die Potenzea 
statt Verbindungsgruppen und die Zahlen -Ausdrücke slatt dieser einzofoh- 
reo. Dann wird aus (40.) 



: (-y^ + P-l-*. 



4«. A • 

A,. 

j _ / i-Bi |,Mi p(p-l) A, 

Ä _f %.». ■ !■■<. ,. pO--') ■^, I ffp— i)(p— a) ^. 

■*' = (— '^»P+ » 1.2 4» +•— t— J 1.2.... i ■ -"SI- 

Ans (41.) ergiebt sich 

4». ^. = (-9'^, 

A»(-yi(i».+f£=), 
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Hierin ist der Kfiize wegea (^y"r= P^y+*^^P+^>;;;; <p+*- !) geltet 
Die Function 

/(« + ar)ap» 

wird sich nun gleichfalls ohne Schwierigkeit in Partialbrfiche zerlegen 
lassen. DieWerthe für Jo, A,y A^^ .... ergeben sich ans (40!.) nnd (41.), 
wenn — a^, — Oj, — «j, .... — o, statt Ot» a^ .«.. a, gesetzt werden. 
Es entsteht alsdann 

44. Ai SS C'B» — CUi_x — C^Ai^i — C^At^ —....— C»4, 

(1 Ji 1 l^ 

45. if i = C-(Äi— C'»Bt_»+ C^B^i—C^Bj^ (r-yC^Ac) 

(1 1 1 1\ 

Eben so läfst sich die Function 

/(•r— «)«* 

leidit in Partialbrüche zerlegen and es lassen sich dieWerthe fär A^^ A^ 
Alf .... bestimmen. Die Entwicklapg wird leicht durch das Schema (37.) 
gefunden, wenn man bemerkt, dafs 

fiflr—x) s C— C'^»a? + C'-'«» .... (r-yaf 

ist, ond dafis durch Einiuhrung dieser Werthe die Horizontalreihen in (37.) 
abwechselnde Zeichen bekommen. Die hieraus hervorgehenden Gleichun- 
gen haben fügende Form: 
46. 4, = Oä,,, 

A, = CJJ, + C'Ay 

A, = CB^ + CAi — C^A^, 



Ax s= C'Bj + C*4fc_, — C» J^^ .... (— )»-»C»4,, 
47. Jo = C-^Bo, 

Au = C^CBj + C"Fj^, + C«B*., + ..-.+ C^'*»o), 






_ _ l^ 



80 2. Oettinger, über die Zerlegung algebraischer Bruche in Partkäbriiche. 

Hierdurch sind auch dieWerthe von A^y A^ A^y .... filr die Fonctiooeo 

A „„j fx 

gegeben und es ist 

«. ii*— ^— /^-j TT'-Ti .... — «: 1.2....* -"i^^ 

«.. ^ = ^(B._,5-+(|f*;._....(_)(i)'"&), 

ow. -«* — ^+r*"rf r:2~*"'d^ + ••••^""^ 1.2 .... * -"dT» 

M. 4 = ^(«. + l.&i + (|f %ä+ .... +(1)'"^). 

Man erkennt leicht die Uebereinetimmung, welche unter den hier mi^e- 
iheilten Gleichungen herrscht 

Aus den bisher gefundenen Resultaten lassen nch die Worthe von 
jl^iy ^1, A^y ..••, welche bei der Zerlegung der Function 

f3_ 

in Partialbruche nöthig werden, leicht ableiten. Von den in der Function 
f{x — «r) YorkoBunenden r yerschiedenen Elementen werden p unter sich 
gleich zu setzen und an ihre Stelle wird h einzufügen sein. Die übrigen 
A Elemente sind, als verschieden, im Calcul beizubehalten. Durch dieses 
Gleichsetzen gehen in den Gleichungen (40.) und (41.) die Gruppen der 
Verbindungen in Potenzen mit den entsprechenden Zahlen -Ausdrdcken über 
und die Gleichungen (82.) und (83.) kommen in Anwendung. Zur Bestim* 
mung der Werthe von A^^ A^^ A^^ .... ergiebt sich folgende Zusammen- 
stellung für die zurücklaufende und unabhängige Bildungsweise: 
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£ £ ^ 1 

«i' ««' «$' • • • • ^^* 

Wird in diesen Formela — a^ — Hj, •••• — oj^ ond — 6 statt a^ o^, .•». 
• • • • Or and b gesetzt, so ergiebt sich unmittelbar aus ihnen die Werthbe* 
stimmong för ^ ^ ^ , ^2 1 • . . • bei Zerlegung der Function 

in Partialbruche. Es wird dann aus (58.) und (53.) 

•— V +T^ V 1.2.6» • • • • iinrjr; A) » 
....(_,.(C.+£c-+(£)'"^+....+ (£)'"^)B.]. 

/ 1 1 1 1 \ 

l • • •. •••••• !• 

Aus (48.) und (47.) ergiebt sich für die Zerlegung der Function 

67. A, « ^[||,+ (C"+f)B»_, + (C« + £C- + E^)B,.,+ .... 

CrtUc'i J«UMl 4. M. B4. XXII. Hft. 1. 11 



« • • 
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Ebeu 80 leicht ergeben sich hieraus die Bestimmangen der Werthe fär 
A^^ A^^ Aiy ..•• bei Zerlegung der Functionen 

f^ /£ /fp 

in Partialbrucbe, so wie (ur Functionen, welche einen anderen Zeichen^- 
Wechsel haben. Wir Abergehen sie jedoch und wenden uns zur Darstellung 
des allgemeinen Gesetzes, welches wir durch Verfolgung des angedeuteten 
Weges ganz leicht gewinnen werden. Soll nämlich die Function 



in Partialbrucbe zerlegt, und sollen die Werthe für A^AiyA^^*... gefunden 
werden, so ist es nöthig, unter den h ungleichen Elementen y anter sich 
gleich zu setzen, an ihre Stelle c einzuführen, die äbrigen m verschiedenen 
Elemente aber unverändert zu lassen. Wendet man diese Bemerkungen 
auf 52 — 57. an , so zerlegen sich die Gruppen der Verbindungen in Po- 
tenzen und Gruppen von Verbindungen nach den Gleichungen (22.) und (23.) 
und es ergiebt sich zur Werthbestimmung von A^^ ^^, .42, .... bei Zer- 
legung der vorliegenden Function in Partialbrucbe : 

58. Jo = (— ) 



b c 



A « (- 
4. = (- 






A. = (_.)«^i^,^A + (C»+|. + |).4,. 



(^'+Hl + i) 



JLt3 
~b.o 



^*it 






b.c 



VH 



r+ 



1*1' c» 



^. 



c'+ P'(f + i) + ^ G^ + K + i^) 



4. K L L — 1£ 4- JLSL— 4. 






A^j 



/l 111 1\ 

Diese Formel durfte hinreichen, um das ihr zu Grunde liegende 
Gesetz erkennen zu lassen. Es ist folgendes. Die Vorzahlen , welche 
den Buchstaben A^^ A^ A29 •••• auf der rechten Seite des Gleichheita- 
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zridiens zugeliören, »iod die Verbindongen mit Wiederholangen zur Isteo, 
8ten, 3ten, •••• Clause. Die Elemente, woraus diese Verbindungen ge- 
bildet werden sollen, sind einerseits das Zeichen C mit den dadurcii ange- 

1 1 

deuteten Operationen, andererseits -r o"d — . Tritt bei der Ausführang 

dieser Operationen das Zeichen C zwei, drei oder mehreremal mit einander 
in Verbindang^ so deulet dies die Verbindungen ohne Wiederholungen zur 

Sien, 3ten Classe u. s. w. an. Tritt -r-, — einzeln oder in Verbindung unter 
sich und mit C auf, so deutet dies auf Potenzen von der sovielten Di- 
mension, als die Wiederholung anzeigt. Mit t- tritt ferner eine fallende 
Bruchfacultat von p in der sovielten Dimension zusammen, als die zuge- 
hörige Potenz angiebt; mit — aber eine fallende Bruchfacultat von q von 

der zugehörigen Dimension. So tritt z. B. mit rj die Facultät ^^^ als Factor 
in Verbindung, mit — die Facultät ^p, mit ^t"^ ^^^^ ^'® Facultät 
^2;r * ^2jr ^* ^* ^* ^^^^ Ausfährung dieser Operationen soll allgemein durch 
das Zeichen FC'(C - ~Y 

ausgedrückt werden, wobei das Zeichen F auf den Zutritt der Facnltäten 
aufmerksam machen soll. 

Wendet mau nun diese Abkürzung an, so fuhrt die obige Formel 
zn folgender, worin iii-}-;i-}'7=^^ gesetzt ist: 

4- FC \C, y, —^ -4y, 



Vo, «, 



t 1 



h)- 
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Die Verglei^hung dieser ZusammeDstellung mit (58.) wird dazu dienen» 
Aas Gesagte zu verdeutlichea und die Operationen, welche liierin angedeutet 
sind^ genau zu bezexclinen. 

Weudet mau dieselben Schlösse auf die Darstellung (53.) an, sa 
erhält man Gleichungen, welche die Werthe von A^j A^^ A2J •••• durch 
eine unabhängige Bildungsweise bestimmen. Die Formel, welche sich 

hieraus ableitet, unterscheidet sich von der vorhergehenden nur dadurch, 

1 1 

dafs mit den Potenzen von -^ und — die steigenden Braehfacultatea von 

den zugehörigen Exponenten p und q in Verbindung treten und dab das 
Zeichen C auf Verbindungen mit Wiederholungen sich bezieht. Diese 
Abänderungen sollen durch das Zeichen 

FC(C,-l.,i-)' 

angedeutet werden. Hiernach findet sich für die unabhängige Bildnngs« 
weise der A folgendes Gesetz: 

«0. 4. = (~)'^, 

^. = M.^'[il.+W(C',i,l)'B„], 

Werden nun dieselben Schlüsse aof die Functionen 

/* „_^ /* 



/(*+a„)(«+6)P(x+c)9x'' """ /(am — «)(6 — *)P(c — ar)".!!^ 

angewendet, so finden sich leicht aus (54-~57.) folgende Gleidiungen : 
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....(-.)*-FC'(C,l,^)U, 
64. A, = g^, [b, ^F^C^ (C, 1 , l)'i9*_, +F'C (C, 1 , i) B,^ + . . , . 

Ans dieser Zasanunenstellung ist das allgemeine Gesetz, welches 
darch Verfolgnug der hier vorgelegten Entwickloogsweise sidh ergiebt, 
leicht za erkennen. Es gelten danach für die Fonction 

iE 

f(x—ar) (« — txf ' (*—*,)"».. . . («-*,)''*a?" 

folgende Gleichongen, worin tn=ir-{'Pi'{-pi-\'Pj-\'„..-^p, ist: 

65. A, = (— -r — J^— +irC (C,~y~,~y..., ^Ya^, 



66. A, ^ c~) %..,,>?;...^j ^'+^^^(g^^^^>^>-'^K' 

H-F'C' (C", j^ , j; , jj^ , . .. . j;;) Bi-2 

Für die Fnoctfon 

/« 

ist 

67. AI SS - rr-'^VC^Xiyt T— • v~» •»•• T* ) '^^^1 



^^yp* ^' »T* •"• V'^' 
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+ F'C'{C', ^, ^, .... ^)Äi~i 



(~)»F:C'(C',l,^,....i)fio], 
Für die Function 



iat 



•9. 






t » 



^''^A^' 67' 67» •••• 6;)^*-» 



Ffir jedes andern ZeiiAeawechaid ist ms (€5 — 98.) dtm Gesetz leJcht ab- 



Kommt der Factor f(Jt±m,) «der f(ar —Jp) nicht in der zu zerle- 
genden Function vor, so fidlen alle aicli hierauf b cach caden Operationen 
weg und die Oaratellvag veretafadit sidi. So wird ans (€5.) und (6C.) 

für die Function 

ff^ . 
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7». >!» = (—)" 



< 



[Bu + FC" B»_, + F'CTBt., + . . . . 



(^. 



*.' 



• • • • 



• • • • T" JP^C " JSoJ > 



II. 8. W. 

Um imn die Entwicklung der Werthe von Jlg , A^ A^^ .... für die 
ganz allgemeine Form der Fanction Nro. 1. za erhalten, legen wir fol« 
gende einfache Form zom Grande: 



f{x + ür \c^ — x) ar'» * 

Es sei dem Frühern zufolge 

f(x+ar)f{pq — a?)«" x" "^ x^* "^ X*-* 



+ .... + ^+(pi|f, 



X 



80 ist 

78, fxz==:(A^^A,x^Ax^'\-....A^a^-')f(jc^a,)f{c,—x) + 
Die Entwicklung von f(^x -f ai) f(Cg — x) giebt 









;P^-f.C^-3C 



%l» "r • fl • • 



In dieser Entwicklung beziehen sich die Elemente a^ a^^ Hj, •••• ür auf 
C, C'^S .... die Elemente Ci, Cj, Cj, •... c^ auf C^, C^~*, .... Um den 
Zusammenhang zwischen den Verbiudungsclassen und den zugehörigen Ele« 
ineottfn anzuzeigen« soll künftig unten an das Verfoindungszeichen der be- 
zügliche Buchstabe angehängt werden. Wü'd die eben gefundene Ent- 
wicklung mit der Reihe A^^^A^x-^A^x^ -{-.... nach Angabe der Glei- 
chung (73.) vervielfacht^ und werden die Vorzählen gleicher Potenzen von x 
gleichgesetzt, so erhalten wir folgende Vergleichungeu : 

B^ S= Co: Cc A^ j 

B, =r c;cMi+Ai CT'c: 



Ä, = c:c^A,+A 



er et 



(öl, Oij a^y .... ar)y (Ciy C2y C5, .... Cg)y 
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u. s. w. Werdeo diese Vergleichangen benutzt, um die Wertbe von Jlg? 
^x 9 ^9 • • • • zu bestimmen , so ergeben sieb, unter Beiziebung der schon 
bekannten Sätze, folgende Gleichungen: 

74« Aiy S= CaC^ Boy 



« • •• 



^t = c:c:B,-^A„.,{Cl-Cl)^A,.,(Cl--ClC!+C:)- 
Die unabhängige Bildungsweise unterliegt folgendem Gesetze : 

70« -4) ^^ ^a ^<? ^0 > 

Diese Glelchangen dienea za weitern Ableitungen. Ninunt man die schon 
bekannten Sätze zn Hülfe nnd hält die oben angegebene Entwlckluogs- 
weise fest, 80 ergeben sich die Werthe :iron Aof Axf Ait ...,. bei Zerle- 
goug der Function 



durch folgeode Gleichungen: 

76. A « ~Ä»-FC"(C,i,-C.,— iyj,_, 
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M»F'C'(c;,i,-c:,~i)*B„], 

Va,' a.» •••• öj' \c,' c,» *•*• c,^ 

Das allgemeiDe Gesetz, v/elches zor Werthbestimmang von ^^ ^i, ^x, .... 
fiöbrt, läfst.sich oao leicht hieraus erkeDoen. Es \vird für die Faoctioir . 

/* 

durch nachstebeude Gleichungen dargestellt: 
78. A ^^5 

ijt^/^ 11 1^11 i\*. 



a \ u 



Vir*! In' ^ ^ 1 ^» 1 1 ^ Vn 

""■^^ V^-' ft7»*7' —•*;'"•"» "'d;'~"Äf;' Tj"^-' 

/tii i\ /iii i\ 

Ffir die Zerleguig der Funetioo 



wird gelten» wenn die entsprechenden Gröfsen mit entgegengesetzten Zei- 
chen eingeführt werden und m == r + ;i?i + /^2 + i^a + ••••+ /^* gesetzt wird ; 

CnUe^ Jonrnil d. M. Bd. XXIL Hft I. 12 
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80. ^» = (-r ^"^•^* 



+ FC'{Ca, j^.» j^,..- -j;, Cc, 5^, 5^, .... 5;;)^»-i 

(-_)»-' üf^C'^C«, ^, ^, .... — , Ccy ^, -j^, .... ;^)4., 

+ F'C'(C;, ^, ^, .... -^, C;, -, -, .... ^jBi^i 

+ ip//^/ //^' 11 1^/11 1 y » 

^ •" \^*' &7' f;' •— ^' ^*> 5;^ 5;» •••• d;;/^*^' 

+F'c(Ca, ^, ^, .... ^, c;, ^, -, .... ^Jfiüj, 
(LI 1) (L 1 L 1) 

Aus diesen allgemeinea Gleicboiigeo ergeben sich leicht alle beson* 
deren Fälle für jeden Zeichenwechsel nnd jede Gestalt des Nenners der 
allgemeinen Function, die der Anwendung zugehöreft und die wir den 
Zwecken des Lesers überlassen müssen. Wir heben jedoch einige be- 
sondere Fälle hervor, um die Brauchbarkeit deir gefundenen Formeln 
zu zeigen. 

Besondere Fälle. 

Indem wir auf die früher schon entwickelten speciellen Fälle von 
Nro. 40. an zurückweisen, machen wir von den hier gefundenen Besulta- 
tea eine Anwendung auf eine Function, deren Nenner au0 drei Factoren 
besteht, und berücksichtigen die verschiedenen Formen, welche derselbe 
haben kann. Wir geben hiebei die entwickelte Darstellung för die Werthe 
von Aüj Ai. 

Für die besondere Form der Function 

o« j^ 

ist 
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I / P(P-*)(P — 2) 1 p(p— t).g , p.g(g-- l) 
^\ 1.2.3.a» ^ 1.2.a».6 ^ 1.2.a.6« 

^ 1.2.3.6» Z"^» 

oder 

^' = (-»^ ■ 7^ [«■ + (f + 1)*' + (^' + Sri + ^) "•] • 



For die Form der Faüction 

fx 



ist 



83. 

(« 4.0)'' («+*)» OB' 



0^.6' \a~*/^» 

'*' aP.J» \a T^ 6/ ** \l»l»a» ^^ a.b ^ l»l«6V * 

Vl>»o» ~ l^l^to» b ~ l«i»a6« ^ Fljiy •'■«» 

oder 

18* 
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ür die Form der Fonetioo 

fx 



84. 



ist 

A. = {-)'|t?-(f-|)^' 

oder 

'•.-(-)'.-iT'['';-(l-l)»"]' 

^2 — C— ; ^j4''' Va ft^^*+\l.2.a« a.6+ 1.2.6«/''»]' 

För die Fomi der Functtoo 



86. 



ist 






_ ». 



at 



fb''^ 



~\ 1.2.3. a» ~ 1.2.a»6 T^ 1.2.a6« 



^ 1.2.3.k« V-^» 



oder 
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För die Form der FoDction 



ergiebt irfch 






^*'^«^6'""W~*)^' 






^==7^-(^-i)^^-(feä^~^ 


+ 1.2.6» J^» 


oder 


^^-^[^^-(^-l)«J' 


• 






S!l+^)^]. 




For die Form der Fuuetiott 






fl7 . ^^ 






^*- («— a)P(6— ap)^»* 




i«( 






4,« 


' (-y^? ' 




^ = 


' (-y/;. +(:+!) ^> 




A,^ 


(-y7^+(5+l)^'-(!^'+H+ 


"■B^)^. 


• • 
• 

oder 
A,^ 


(->;^l«'+(f+i)»J' 




A,^ 


^ (-)'^,h+(f +f)'-+(^S^+ltl+^!iV)».]. 


• • 


Bei der Anwendong kehreo wir su den- 


oben gq;ebenen Bei 


quelen sarflck. 

Um die Functioa 


• 



(«>~6«*+ll»«6)«* 



Bröe*« 



j»ra- 






Sbo* 









•«Ceti»*» ' , 



t C4^> 



,^« 






A> 



-it 



^ 



A. 



-V9C* 



^) 



i 

6** 



SS« 



•et 



::::2) • "". .^««f der 



r^ 



t^t 



Ale 



^*^' 



6)« 



4 «ttA 



^^7m ^''^'^ 



f'tttt' 



ctiott 



er»®*** 






B( 



1, 







3 6* 



esei*'* 






t* 



^ 



i^l - 



Ci-V- 



t)iid 



att9 



de»» 



^tabertt 



ttiec»«* i+^f-^eT^* ** . mit vre 






^(^'>1 dieVVettk^ 



»de» 



die 






\Ott 



den 



vot» 



teben*«'* 



■VOB ''*' . .i<»m tt* 



A 



Aa 



• • 



• •1 



^eott 



«ede«*elL_ «o ^^ic^* ^J det ** *^ 



iftde* 



"»rj;*.» *--"' 






erg 



ML 8iC^ ^^.^ 



3l« 






(*—" 

o^^.«»^**'' 









2,* 



AVk> 



iit 



^ ^ + 16« 



8ac 
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■'«'• (ar+2)n^+i)x« «'Siebt «rieh ans (83.) 

Abo ist 

Werden auf diese Weise die Werthe für Ao und A^ , welche die 
beflwndern Formen der genannten Fonction zulassen, nach den vorstehen- 
den Gleidiangen entwickelt, so ist 

i + 2 a: 1_ 3 ./imr^ 

(2— «)•(! — «)«• ~ Wx^'^Ie^'^^'^^^^ 

{i + 2)Ml— «)«* ~ Wx^^i6x^^^^^^ 

1 +2^ * ?--I-M?\7^ 

(or — 2)»{1 — «)a?» ~ 8x» 16a? '+'^^^' 

Durch C^/^iV} werden die fibrigen Partialbrflcbe angedeutet, welche durch 
Zeriegung der begleitenden Binomien entstehen. Wie dieselben zu finden, 
soll nun gezeigt werden. 

(Der Bdlnb folgt.) 
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3. 

Elementare Ableitung eines zuerst von Legendre 

aufgestellten Lehrsatzes der sphärischen 

Trigonometrie. 

(Von dem Herrn Hofrath, Professor etc. Dr. Gau/s in GjiiiingetL) 

SSphäriscbe Dreiecke mit kleinen Seiten darf man vfie ebene behandeln, 

wenn man die sphärischeu Winkel jeden um den dritten Theil des ganzen 
sphärischen Excesses vermindert. Die Befiignifs dazu läfst sich ganz ele-- 
mentarisch auf folgend« Art nachweisen. 

Bezeichnet man den ganzen sphärischen Excefs eines sphärischen 
Dreiecks mit 3eo; die drei Seiten mit a^ b, c, und die ihnen gegenuberste-* 
henden sphärischen Winkel mit A-^u), B-^oo^ C+co; so erhalten ein 
Paar bekannte Formeln der sphärischen Trigonometrie folgende Gestalt: 

. • 5 ^in4io 8in(^ — 4(o) 

sin^a^ = — ^ - 



8in(fi-|-co) 8in(C4-w) ' 
8iü(B — jcj) s in(C-~ ^(o) 

sinlcD^ sin(^ — 4«)' 



eos^a^s: 

aus deren Verbindung folgt 

8in|tt* ^_ 

cosio* ~ sin (B + wj* sin (B^-^ia)}wn(C+ä))* sin(C— i«) • 

Auf gleiche Weise wird 

sin ^ 6* sinitt)* sin(B — ^taY 

cos|6* ain(-^+w)*sin'^-^ — iw)sin(C+cö)* sin(C— ^co)* 

Indem man diese beiden Gleichungen mit einander dividirt und dann 
die Quadratwurzel auszieht, ergiebt sich 

sin-^a' cos 4^ 6 ^_ sin (A-^-a) sin (^ — ^ a)^ 
cos^a 'sin^^fr' "~ sin(B + «) sinCB — i«)* * 

Mau kann diese Gleichung auch in die Form setzen 

d sin^ K^k 

wo zur Abkürzung D anstatt 

a'cosi^a 8 sin i 6' sm {A-^to) sin (A — ^w;* sinB* 



88inia»'6»co846* sin^» •sin(ß+(ö)sin(ß~i(»)« 

geschrieben ist. Diese Formel ist strenge richtig: man sieht aber sofort, 
dafs wenn a^ h^ c sehr klein sind, und als Gröfsen erster Ordnung betrach- 
tet werden, jeder der vier Factoren, aus denen D zusammengesetzt ist, 
von der Einheit nur um Grofsen vierter Ordnung abweicht. 

Nach allgemeinern Principien ist dieser Gegenstand abgehandelt, und 
auf die Dreiecke ausgedehnt, diis auf irgend welchen krummen Flächen zwi- 
schen kürzesten Linien gebildet werden in meinen Di€qumtione9 generales 
Urea superficies curvas. 




4. Piftr^ XMT Ein^mnchnmg. ^ 

f 

4. 

Zar Kirehenreehnungy 

FormelB und Tafeln. 

CVon Hm. Lic FmHmmd Fipn- m Berliit) 



iVie M Sache dw Astrononie iat, die TbatsadleB der bimmliMhen Bewe- 
gung featzwtelleii, aaf welche oasere EiotheiloDg der Zeit sich grfiodet; ao 
ist ea weiterhin ane Aufgabe der Mathematik, nachdem die kirchliche und 
bfirgerliche Geaetzgebung einZeitmaa(a angenommen, aber dessen Theilang 
and Zaaammensetznng in kleinere nnd gröiaere Abschnitte verfogt, nad ge« 
wiese Epochen ab festlieh aai^geseichnet liat, ans der pomtiT gegebeaea 
gegeaaeitigen Abhängigkeit dieaer chronokigisdien Elemente nnd Epochen 
die Bedingnngsgl^chnngen nnter ihnen n forami nnd deren Anflösnag 
fibr jede darin vorkommende Gröfse zu geben. 

Die gewöhnlichen Aufgaben über die Eintheilaog der Zeit, die im 
Üglichen Leben vorkommen, aind so einfach, dad es einer wissenschaft- 
lichen Zurustung daan nicht bedarf. Die nächste und gelaufigste Aufgabe, 
die einige iU^banng erfordert, ist die Bestimmung des Datums für daa Oster- 
fest Auch liegt es oft im historischen luterease, in einem gegebeneu Jahre 
den Wochentag eines gegebenen Monatatagea bestimmen zu können« 

Der rein mathematiache Charakter solcher Aufgaben wird aber eiai- 
gpnnaafoen verdod^t auf dem Wege, den nn ihrer Auflösung die Kirchen- 
rechnung einschlagt Ba hat die Kirche gewisse Mittelbegriffe, als da sind 
Sonntagsbnchstabe, gfifdene Zahl, Epakte u. a. w. aufgenommen, auch die 
Auflösung der Aufgaben theil weise in tabellarische Form gebi^acht; wonad 
ea adiwer iat, daa Verbiltnila der gesuchten sur gegebenen Grölse und 
die matbematiachen Operationen, denen die letxtere zu unterwerfen ist, 
dab jene aus ihr hervorgdie, vollständig su fiberseben. 

Zwar ist die rein suUhematische Fassung der Aufgabe und die ent- 
aprechende Auflösung seit Alters her auch in der Kirche nicht verafiumt 
worden» Man findet, was die griechische Khrche betriift, sehen im Chre^ 
mmm poidMe die Auflöaong solcher Aufgaben auf die matheaiatischen 
Operationen zurfickgefflhrt. Aus der lateinischen Kirche sind von Dlony» 
«ins Bxiguus, dann besonders durch Beda die wrjfumenfa puekMm, 

Gnat*t iMail d. M« Bd. XXU. Hft. t. 13 



^ 4. FiptTf zur Kii v kmuw dkmimg.. 

Tön den Aegyptern stattnend, bekannt: das rind arithmetische Regeln, die 
verachiedenen GröCsen der Festrechnang za beatimmen. — Doch iatdieannr 
eb Anfang, da die A^flMong nicht inmer anf ihre einfaduito Ferm gebracht, 
anch der Gegenstand nicht vcllatf ndig umfafat ist, nicht einnud die nöthigen 
Aufgaben gestellt mnd. Insbesondere reicht es ffir nns nidit ans, weil jene 
mytuMiUa sich nur anf den jolianischen Kalender beziehen ; während durch 
den gregorianischen nene und schwierigere Au^aben Torgegeben sind. 

Um so gfinstiger hat es sich in neuerer Zeit ereignet, da(s Mathe» 
matiker zum Theil ersten Ranges diesem Gegenstande ihre Aufmerksamkeit 
zugewandt haben. Am bedeutendsten mnd die, wie es scheint, ziemlich 
vergessenen AufsUze von Lambert (177e) und Oriaai (1785). Darauf 
haben Canorai und del Ricco h ihren ElemmUi ü Firiea matemaüea 
(1788) der Kirchenrechnuag einen eigenen Abschnitt' gewidmet, nteht oime 
Fehler zu machen. Im Jahre 1800 gab Gaufs seine berOhmte Osterfor» 
mel und eine Berichtigung denselben im Jahre 1819« Um die ZeA; stellte 
Ciccolini die üsterfechnung in einer eigenen Schrift dar: jPonnafe ana^ 
KUehe pel ealeolo detla Paaqua etc. Barn 18f7. 8., wozu er einen Nach* 
trag gegeben in der BMioteca Uätiana Vol. Xltl. i819. p. 360^968. 
Ihm ist Oalandrelii gefolgt (s. yonZach in s. Carresp.Mtrcn.VoL VI. 
p. 618). Auch ist Carlini bei Anzeige der Schrift CiecolinFs in einige, 
aber genaue Erörterungen ftber den Gegenstand eingegangen, BibUatec. 
Ual. I. €. p. 846 — 849. Dann gab von Zach (dessen Bemflhung um 
diese Frage Jedoch nicht ohne Uebereiluog ist, — zuerst schon in sei«» 
neu Mondtafehi, 1809. p. 97, wo er die Formel von Gauls unvcflständ% 
und unrichtig mitthelH) neue Anregung (Correep. aetran. Vol. I. 1818. 
p^ 688-^Sf1)z ~- worauf rieh Ciccolini wiederholt (Correep. aetnm. 
VoLVi. 189M.y Sia^^^ie. VoLXlV. 1886. p. 4S8'-^^4S») undlsnardi 
(Md. V^XFF. p. 848^888 und f. 646^661) ndt diesem Gegenstande 
besdiäftigt haben. Zuletet haben Scherk, Art Ostergrenze und Oster» 
rechnung in MEreek und fimlei^s AUff. Btugchp. Abth. lU. Tk. 7. 1886. 
8. 80. f. 48-^4& und A. denselben behandelt -^ Die Osterrechnung 
fon Pauckor (1888) hat es nicht sowohl mit der mathematischen Formu- 
limng der Osterregel, als mit ihren astronomischen Grundlagen zu thun. 

Die gedachten Mathematiker haben flberwiegend nur einzelne Fra» 
gen, vorzflglich der Osterrechnung in Erwägung gezogen, und mehrentheUs 
uur Resultate, aidit die Beweise gegeben. Auf eine vollstindigere ErÖr^ 



4. Pfptry xmr MÜrchwMdimmgm 99 

tenmg der gesamniteo KirchenreckiDfig irt Delambre «iogegangen, der 
fiidl wiedeiiioU in reki theoretisehem, wie in bistoriflch^aatronoiiiischein In- 
tamae mit der ADwendung der Maihematik anf die Chronologie beschäftigt 
bat Schon nm das Jahr 1786 hatte er eine sehr eingehende Prflfnng aller 
fteohnongen des Glaviaa angeatelU; nnd fdr alle Regeln desselben algebrai« 
nte Beweise entworfen ; diese Arbeit aber ist zn Gmnde gegangen : er 
hat sie nicht wieder herstellen mögen (s. Delambre ArtratL Tom. JUL 
t8i4k 4. p. 711). Dagegen bat er in seiner Astronomie fiir die Beredh« 
nnng des Osterfestes aofser der Formel von Gauls , eigene Formeln nebst 
Tafeln mitgetheilt (a, a. 0. p. 712. 697 sqq. 713 sqq. YergL s. Air^S 
tJMrüiwm. Paris 1818. 8. p.644 — 648')^ nnd in einem besonderen Anf* 
satz in der Connmss. des Tems paur Fan 1817. p. 8€7-^Bf7 neue, rein 
arithmetische (keine Hfilfstafeln erfordernde) Formules p<mr edeuitr Im 
Uttts iomkiicale, U nombre tor, Vepacte et la fSU dt paques, pour tme 
mmSe gr^vrimne ou JuUenne qtselconquef woselbst aach mehrere Feh- 
ler jenes Abschnittes seiner Astronomie berichtigt werden« Ansf&hriich hat 
er den ganzen Gegenstand aufgenommen in seiner Hisfmre de f Astronom, 
moderne T.l. 1821. 4. p. 1^^71. *— Und was die Darlegung der Resultate 
hetriffi) iüA mit Anszeichnung zu nennen die an Gaufs sich anschliefsende 
Arbeit von Tittel, Methodus teehmca brems, perfadUs ae perpetna con^ 
struen^ catendarnm eeclesiasticum, styh tarn novo qumn vetere etc. 
Goetüag. 1816. 4. 

Es kommt fär die mathematische Behandlung unseres Gegenstandes 
Torzuglich dreierlei in Betracht, 

1. Die kirchlichen und hürgerUchen BesUmmunyen unserer Zrit* 
und Festrechmmg in Gleichungen zu formen. Dies kann einige Schwie- 
rigkeit haben 9 bei den mitunter etwas eomplicirten Bestimmungen und so«* 
genannten Ausnahmen von der Regel, die der mathematischen Formel sich 
■feht sogleich fugen wollen. — So ist es, zum Tbeil auch durch unvoll- 
atindige Kenntnifs jener Bestimmungen^ gekommen, dafs bedentende Mathe- 
matiker hierbei in Irrthfimer gerathen sind, — was aber kein mathemati» 
•eheri sondern ein chronologischer Fehler ist 

9. Die Fassung der Aufgabe} nemlich f&r eine erschöpfende Be- 
handlung des Gegenstandes die umfassende Stellung der Fragen. Dahin 
pkSrii^ dafo eine jede der in diesen Gleichungen vorkommenden Grofiiea 
all gesll^ gesetzt 9 -— demnadi dieselben för sie aufgelöst werden* Hat 
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BM %. B. ebe GleidraDg swtfdben dem Jahre^ dm Monatstage und dm 
Wocheoüige; m ist die niclMto Aufgabe: wem daa Jahr and derUfonata- 
lag gegeben ist, dm Woehenlag m beitiauaen. Ana Uiakehrong deraeUben 
aber gehen noch die Aufgaben henror : erstens^ wenn Jahr nad Wochen- 
tag gegeben aind^ den Mmatafag %vl beafinam (wie woU na jAdiadm 
Kalender y wo er dem diriadichen beigegeben wird, daa Datma jedea Sa» 
bäte daa Jahr hindorck angegeben sn werden pflegt)} sweitena, wenn 
Wochentag vnd Monatatag gegeben aind, daa Jahr sn beatuamen, — 
eine Aufgabe der nnbeatiaiBiten Analytik, die aber anf hiatoriacheai W^Of 
wenn daa Jahr anderweit in gewiaae Grensen dngeacUoaaw iat, so einer 
beatiauaten werden kann, nnd fdr die bistoriache nnd literar-hiatoriache 
Kritik Ton Bedentnng iat -* So lifat aich anch die Frage, wetehea iat 
in einem gegebenen Jahr daa Datnm dea Oaterfeatea, nmkehrea: in wel» 
eben Jahren ttVSi daa Oaterfeat auf ein gegebenea Datnm? 

Haoptai^Alidi dieae Umkdkrang der Angaben, wodareh aie «die* 
afimmt werdm, fidurt bei der Anflöanng anf intereaaante Vngjn nnd Bo- 
atfamanngen der Zahlenlehre nnd erweiaet aich aomit fhichtbar ffir daa bm» 
thematische Intereaacw Daher ea erwtaacht iat, dab hieranf noch mehr 
Anfmerkaamkeit, ala biaher verwandt werde; wiewohl dieaer Zweig der 
Anfgaben ans der Kirchenrechnung, der frfther nar apirlich nnd aeltaer 
mit der nöthigen Strenge behandelt iat, in neneater Zeit awhr Gnnat er» 
fidiren hat Zoerat, amnea Wiaaena, hat Jamea Horaefall vm einer 
Anfgabe der umgekehrten Oaterrechnoog im gregorianiachen Kalender eine 
intereaaante Anflöanng mittelat einen allgeaMinen Theorema (der Sannderaoa» 
achen AnflOaong unbeatumater Gleichnngen) gegdben, in dm PhUa$apk. 
TroMMt. far the g. 1798. VoL LVIU. p. 100^106 1 doch iat aie et- 
waa weitachichtig, ao da(a er andi nur daan kommt, einzelne FAlle m be- 
handeln : die Beispiele, wann Oatem aaf seinen firflhesten Termin CMiis tH} 
liült im 19. nnd tZ. Jahrhnndert. Dagegen hat Lambert fiir den jnliaal* 
achen Kalender die umgekehrte Oaterrechnnng allgemein erörtert} fillr den 
gregorianiachen aber mittelst Tafeln nur ein Beispiel berechnet, wobei er 
eine allgemeine Formel in diesem Kalender fär theila an sich zn weitUnflH^ 
iheOa nnaiAglich erkl&rt, Berün. Astronom. J^krh auf 1778. &226. Für 
denaelben Kalender beschrankt aich eigentlich anch Giccolini noch ndT 
Beispiele^ nnd zwar ohne Beweiae; indem er von Freihr. von Zach anf- 
gefiwdert merat die Anfgabe lAaet; in irgend einem Jahrhnndert die Jahre 
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n ittdetti in denes Oateni anf dra S& A^^ nnd in denen 69 anf den 
n. Min UBtf de Z^ek CarrsBp. mrtrom. Vol. X p. 649^669. vergL 
FeL XL ;^.i54; dann dieselbe Aufgabe füir den 27. M&rz, VoL XL 
p. 48-^633 endlich diese drei Aufgaben zosanunennimnit Vol. Xi. p. 144 
\imi49, — wo«i er beaerkt, derselben Methode könne man sich allgemein 
flr jedes Torg^ebene Datam des Osterfestes bedienen. Von dieser all- 
gemeinen Aufgabe nnn: die Jahre za bestimmen^ in denen Ostern auf ein 
g^ebenes Datnm lallt , im jnltaniscfaen , wie im gregorianischen Kalender, 
hat Matska eine swiefiMAe bemerkenswerthe AaflOsong gegeben, in 
CMV# Jmumat fir reme und mgew. MM§m. Bi. 8. 1828. 8. 849 f. 
11. 844 f., doch mit den Granden seines Verfahrens noch «nröckhaltend, 
deren BlittheOnng später erfolgen sollte. Femer hat Jahn, ebenfalls Ar 
den jnliaaisehen nnd gregorianischen Ealender ans der direkten Formel 
Ton Ganfii die Anflösnng der umgekehrten Aufgabe abgeleitet, die jedoch 
etwas nmstindlich an^gefallen ist, nnd ohne fiucksicht anf die for jene 
Formel bestehenden Ausnahmen, io demselben Journal Bi. 9. i839. 

S. IHe BewMfMrung. Fflr den practischen Zweck ist das Be« 
sdlat hinl&nglidi, sofern smui sich auf die Richtigkeit der Formel verlassen 
kann» Der mathematische Gewinn liegt aber in der Ableitung der Formeln 
ien Bedingungsgieidbungen. Die Schwierigkeit kommt nur daher, dafis 
es mehrentheHs mit BrAchen, deren Nenner eine der Zdden 4, 7, 19, 
tO isl^^M thun hat: aber nicht die ToUstandigen Bruche braucht; sondern 
entweder die ganze ZaU des Quotienten, oder den Best, — deren Deber- 
inadang gerade das auUbmatische Interesse in Anspruch nimmt Wobei 
äberi wenn man sidi der Sadie mathematisch erfreuen will, gröfsere Strenge 
des Ausdrucks und des Beweises, ab öfters vorgekommen, unerUUsÜch ist* 
Binen Bewds der Formel von Gauls haben Ciccolini und Cisa de 
Cremj gegeben, der letatere in den ÜWtnsr Memoire» ton 1880. 
T.XZfFit er bat aber nicht einmal diese Formd yollstandig gekannt und 

somit die Hauptglieder des allgemeinen Ausdrucks unerwiesen geUssen; 
statt dessen jedoch sich bemflht, seihst dergleichen herzustellen und daftr 
eine höchst weitlauftige Gleichung gegeben. 

Indem ich hier fiBr die gewöhnlichen Aufgaben der Kirchenrechnung 
vnd dte Umkehruug der wichtigsten unter ihnen neue Bndformeln und Hälfs* 
tafeh Torlege, wönsche kk aufimr dem rem mathesrntischeB Interesse der 
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Stehe, dem kaleadariograpfaiscben zu dienen | wefar ea beqoem aiein nag, 
die Formeln flberaichüich beisammen zu haben» ZSugieidi ist ea mein Wnnscb» 
dem historischen Bedarf zu Hälfe za kommen^ da man bei geschichtlicbeo 
Untersuchungen oft in den Fall kommt, der Kiichenrechnong Fragen zo 
stellen, worauf man am unabhängigsten und schnellsten mittelst der mathe* 
matischen Formel sich selbst Antwort yerschaffen kann. In dieser Bezie- 
hung habe ich auch zur Erl&oterung mehrere Beispiele aufgenommen und 
die h&ufig vorkommende erste Aufgabe ausfuhrUcher behandelt. •--* Die 
Beweise bleibe ich schuldig. Im Zusammeuhang mit der historisehen Er- 
forsohong des Kirchenjahres auf die mathematische Theorie desselben ge- 
führt, denke ich nebst der Geschichte derselben die vollständige Entwiche* 
lung der Formeln in einer gröfisem AHbeit aber das Kirchenjahr » welche 
die historisch -theologische und mathematische Theorie desselben umfittsen 
•oll, zu geben. 

In der Entwickelung dieser Formen bin kk namendich darauf gt^ 
richtet gewesen, überhaupt in den directen Fonadn die gegebenen Grölaeii 
unmittelbar stehen zu laswn, um in der Umkehrang der Aa%abenf wenn 
nun eine vorhin gegebene Grofse die gesuchte ist, auf dieselbe leichter 
zurückkommen zu können. Auch weil «an m besser die Abhängigkeit 
der gesuchten von den gegebeneu Grdfees fibansieht und des Grundes sei- 
nes Verfiidurens sidi bewuCst bleiben kann. Sodann habe ich die beiden 
Ausnahmen — die eine im gregorianischen Kalender selbst süitnirte bei 
der Epaktenrechnnng, die andere von der Gle^ung für die Ostergrenze — 
die sonst besonders, anfserhalh der Funzel asi^jefährt wurden, öfters auch 
ganz anfser Acht gelassen sind, in diese mit an^eiiomflien. Wodnrdi sie 
freilich verwickelter wird. Für Jahrhunderte aber, in den» jene An»- 
nahsmi nidit vorkommen, wie im gegenwärtigen, la(st sie sich sofi^t auf 
einen einfachem AuMhmck bringen (a. 9- lOi n. S. IS.). Endlicb habe ick 
fsaucht^ die Auf lösng der wichiigpiea A^fiAen, besonders auch die »► 
gekehrte Osterrechnung, dutdi Hülfatafdn nrägfiehst zn vereinfachen. 

Hier tsi zuvor noch ein Wort über £e Bezeaohnu^g nöduV. 

Einen Bruch -, Ton dem nur die CUmzen genommen werden soSez» 
bezeidinen (um nur bei denen stehen zu Ueiben, ^ den vorliegenden 
Gegenstand behandek haben} Canovai undCisa de Cresy durch (^«—. 

Dies Mt «cwan wföimlic^ Der Italiener CicMliai hat dafw dett Ai 
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dndc (^) I OeUmbre »b ÜVanzosfe (-) , d. h. entier: deosettieii hat 
Mfttzk» (a. lu Q. S. 8S7), obgleich «in Deutscher. M gebraocbe, dies 
Mnsvdrfiekeo, die BeseichmiDC (— ).— Ist der Brach ' ein Achter; so ist 

Den Rest eines Bniebes — beseicbnen Canovai oad Cisa de 

n 

Creay ebenso dorcb iB*^* Delambre, dem Ciccolini folgt, durch (~) . 

Welche Bezeichnung ich aufnehme. •— Man bat gew^inlicb bestimml, 
diUa/ wenn die Division aufgeht , der Nenner selbst als Best genommen 
werden solL Diese Inconsequenz UCst sich vermeiden, veenn man den An»* 

indL anf die Form bringt \ ^^'^ ) + 1 ; oder, wie in der Formel fiSr 

die gtldene Zahl, statt a » y^) aetst : a s» ^) 4- U Dann ist, wenn 

fie Division aufgeht, auch der Best sss zu nehmen. Davon gehe ich im 
F(rfgenden aus. Eine Ausnahme habe ich zur Vereinfachung nur zuge- 
lassen in den Formeln för den Wochentag (SS* 1* '• 19^0 «nd fiSr den 
SonDtagsbuchstabeu ($. 8, 1) i wo der Rest beim Nenner 7, den sieben- 
teA Wochentage den Sonaabendi oder den siebenten Sonntagriiucbstaben G 
wutägjL 

Sodann um auszudrucken, dais in einer Gt^chung för eine Grdlse (a) 
nuA der Beihe die ganzen Zahlen von bis n gesetzt werden soflen, be* 
diene idi mich der in der Aggregateniheorie för diesen Zweck Abfichen, 
TonOhm empfohlenen, deutschen Boch«tabea; alM> in diesem Fall des Aus- 
drudcea acsii: 4 L för a ist zu setzen 0, 1, 2, 3 
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iL VollitÄiidig« Formeln« , «. . ^ ^ • * 

L A«fgabe* An dem Jaiir« «nd MoBatitage den Wochentag sn finden. §» I. 

1. AirflSsong* 

a« Anfldiung« 

3« AoflBiung« 

Anwendmig« §• S.: 

o) im gegenwärtigen Jahrhondert. 
der Wochentag de» 1. Januan. 
der Wochentag des 2& Deeembert* 
^, das Datum des 1» Adrenti.^ 
Beiipiele: der erste Tag der jalianaichen Periode; — der Sdiffpfongitag der Welt nach 
dem iädiidiett Kalender^ nach Keppleii Scaliger^ Petafiiu. g. 9» 
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D. Adjeabe. ^ umgekehrt, an» dem Mimatf tage and WocIieDtage das Jakr s« fiftden. §. 4. 

•) rar den jnlianischen Kalender. 

I) fiir den Julian, n. gregorian. Kal.^ inneilidb einet beatimmten Jahrlmiderta. 
Anwendong. §• 5. : 

fl) im gegenwärtigen Jaliilinndert 
b) auf den 29. Februar. 
Beispiele: Wann ist im 19. Jahrb. der 25. Juli n. N. ein Sonntag; JuUL m Com- 
postellaf — Wann hat der Februar 6 Sonntage? §.6. 
HL Aufgabe. Die drei christlicfaen Zeitkreise zu bestimmen. §• 7. 
a^ die ^Idene ZahL 
b^ der SonnendrkeL 
c1 die Romer-ZinszaU. 
nr. Au%abe. Die übrigen Hölfsgrols^ der Osterrechnung zu bestimmen. §. 8. 
«) der Sonntagsbucbstabe. 
h) die Epakte. 
c) die Ostergrenze. 
y. Aufeabe. Berechnung des Osterfestes. §• 9. 
Auflösung: 

für den iulianischen und gregorianischen Kalender. 
Anwendung. §.^10.: 

im gegenwftrtigen Jahihundert — Wortlicher Ausdruck der Fonnel iBr das Da- 
tum des Osterfestes im gregorianischen Kjalender. 
Beispiele : Todestag Constantin's und Friedrich Wilhefans m. am Pfing^tfest — Datum 
des Osterfestes in den Jahren 1954, 1981, 4783. 6. 11. 
TL Aufgabe. UmgdLehrt, aus dem Datum des Osterfestes das Jahr zu finden. §. 12. 
Auflösung: 

m) rar den julianisdien Kalend«. 

1} für den gregor. und Julian. Kalender innerhalb eines bestimmten Jahrhunderts. 
Anwendung. §. 13.: 

im gemwftrtigen Jahriiundert. 
Bebpiele: Bestimmung des Jahres, in weldhem eine dem Chrysostomus b e i g e legte Re- 
digt (Senn. YU. in Pasch.) Terfabt ist -* Wann trifft im 19. Jahik das 
eregorianische Osterfest auf den lÖ.» und wann auf den 19. April 7 §. 14. 
B. Formeln mit Hülfstafeln. 

I. Aus dem Monatstage eines Jahres n. Chr. Geb. den Wochentag zu finden. §• IS. 
Mit Taf. I. 
Beispiele: Geburtstag und Todestag Shakespeares. §. 18. 
n. Ummiehrt, aus dem Monatstage uaA Wochentage inneriialb eines K>estimmten Ja&r^ 
lumderts n. Chr. das Jahr zu finden. $. 17. 

Mit Taf. I. B. m. 
Bebpiele: Wann ist im 19. Jahrb. nach dem gregor. Kalender der Tag der heiligen 
drei Konige, und wann der Geburtstag Christi ein Sonntag? §• 18. 
OL Berechnung des Osterfestes. §. 19, 
o) im julianisdien Kalender. 

Mit Taf. lY. 
h) im gregorianischen Kalender für das 18. bis 19. Jahihundert. 
Mit Taf. y« und YI. 
Beispiele: Datum des inKan. und eregor. Osterfestes im Jahre 1841. §• M. 
lY. Uragekdirt, aus dem Datum des Osterfestes inneihalb eines bestimmten Jahrhunderts 
das Jahr zu finden. §. 2L. 

•) im jnlianischen Kalender« 

b) im gregorianischen Kalender Tom 18. bis zum 22. Jahrhundert. 
Mit Taf. VIL und VUL 

Wann triBt im 19. Jahrh. das gn^rkinisdie Osterfest auf sein firihestes» 
wann auf sein spätestes Datum? §. 22. 
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A* Vollständige Formeln. 

I. Erste Aii%abe. Wenn Jabr and Monatstag gegeben sind, 

den Wochentag zu finden. 

Worauf es hauptsächlich bei dieser Angabe ankommt, ist, den Schalt/* 
tag gehörig in Rechnang zu bringen. Dies hat für die verflossenen Jahre 
keine Schwierigkeit. Aber ein Bedenken macht das laufende Jahr, aas 
welchem der Monatstag gegeben ist. Dieser Monatstag kann nur so in 
die Rechnung aufgenommen werden, dafs man ihn als Jahrestag vom An- 
fange des Jahres an zihlt. Dies giebt im Schaltjahr nach dem 99. Febr. 
eme andere Zählung: es hat alsdann derselbe Jahrestag eine Einheit mehr^ 
ab im gemeinen Jahre. Eine verschiedene Zählung der Art aber ist un- 
zuläfslich5 wenn die umgekehrte Aufgabe vorliegt, aus dem Wochentage und 
Monatstage die Jahre abzuleiten: wo erst gefunden werden soll, ob die 
Jahre Schalt* oder gemeine Jahre sind; Oberhaupt auch unbequem im 
Schaltjahre anders, als im gemeinen zu zählen. Diese Schwierigkeit wird 
beseitigt, wenn man entweder f^r die Rechnung das Jahr vom ersten März 
anfangt und von da bis zum letzten Februar ununterbrochen fortzälilt, so da(s 
der 29. Februar der 366. Tag wird ; oder wenn man zwar vom ersten Januar 
an die Jahrestage zählt, und im Schaltjahre gleicherweise, wie im geniei* 
nea (abo den 99. Februar des laufenden Jahres hier niemals mitzählt); 
aber vom ersten März an eine Formel gebraucht, in welcher die Einschal- 
tung ab schon vollzogen mit allen frühen? Schalttagen in Rechnung ge- 
bracht ist 

Dieselbe Schwierigkeit hat es im gregorianischen Kalender auch 
noch mit dem laufenden Jahrhundert. Der begegnen wir^ indem wir fär 
unsere Rechnungen das Jahrhundert mit dem ersten März anfangen. Das 
heifst, wenn die Zahl der verflossenen Jahrhunderte durch s bezeichnet 
wird; so kommt hier und im Folgenden allemal nicht vom 1. Januar, son- 
dern vom 1. März des Jahres iOOs bis zum letzten Februar des Jahres 
100(^ + 1) derselbe Werth von s in Anwendung. Also z. B. für den 
1. Februar des Jahres 1800 noch der Werth ^ss 17; aber für den 1. Mai 
desselben Jahres der Werth 9 s=: 18. 

Hiernach haben wir in erslerer Beziehung drei Wege zur Auf- 
lösung unserer Aufgabe. 

CreUe*f Journal d.M. Bd. XXII. Uft 2. 14 
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Im Folgenden werden die Woehaitage todi Sonntage an nach der 
Beihe durch die Zahlen 1, 3, 3 ••• 7 bezeichnet landet man in der Di* 
▼ision den Beet 0; so aoU bei dieser Aufgabe ausnahmsweise (wie oben 
bemerkt ist) statt dessen der Nenner 7 genommen , also durch den Rest 
der Sonnabend bezeichnet werden. 

Erste Auflösung. 
Man sahle» der wievielte Tag yom 1. Januar an (diesen mi^orech- 
net) der gegebene Monatstag ist, mit Rüeksichi daroMf, iaf^ im SckäU-- 
jähr der Febmar mien Tag mehr hat, diese Zahl sei ii so gelten all- 
gemein folgende Formeln, wenn man die Zahl des Wochentages durdi A 
bezeichnet : 

a) im JuÜaniieken Kalender 

a) för Jahre der jidianischen Periode , wenn diese durch T be- 
zeichnet werden: 

ß) fir Jahre der christlichen Zeitrechnung, wenn diese durch t 
bezeichnet werden: 
aa) vor Chr. Geb. 

M) mch Chr. Geb. 



m 



. . (i^titl) 



(III) 

t) im gregwiamecken Kalender ; mit derselben BezeUshnung der Jahre 
nach Chr., wenn noch die Zahl der verflossenen Jahrhunderte e ge* 
nannt wird: 

k s ^—IIA— — l*ls — j. (IV) 

Zweite AoflAsaiig. 
Es aei if der Jahrestag des gegebeoeD Monatstages vom 1. Januar 
dbM Btlekuekt darauf, dafs hn Seka^jahr der Februar «mM Tßg 
T ka^ so da(8 im Sdial^ji^ derselbe Werth von d genomaeB wM, 
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wie im gemeiaen Jahre (fiar den 29. Februar selbst jedoch il=:60} • so 

gelten vom 1« Jaooar bis t9. Februar die eben aufgestellten Formeln. Für 

die Tage rom 1. Marx an ändert sich der darin vorkommende Bruch der 

Jahreszahl 9 indem bei vorwärts gezählten Jahren dessen Zähler um eine 

Einheit vermehrt, bei rückwärts gezählten Jahren derselbe um eine Ein- 
heit vermindert werden mulisu So hat man nach dieser Annahme fflr d, 
wenn übrigens dieselbe Bezeichnung gilt, folgende Formeln: 
a) im juÜamschen Kalender 



a). für Jahre der Julian. Periode 

Tom 1. Jamuur bb 29« Febmar 
h 



7 ßr 



ß) fOr Jahre der <diri0tLZei(relia. 

aä) vor Chr. Geb. 

M) nach Chr. Geh« 
6) im gregarian. Kalender 

,.(-H(^)r;^a)4 



Tom 1. Min bte 81. DMcaber 



-+n 



'm 






CV,lu. 2) 



CVI, 1 u. V) 



(VII,lu.S) 



(VIII,lu.f) 



Dritte Auflösung. 
Man setze den Anfang des Jahres am 1. Harz 9 indem man von da 
bis zum letzten Februar fwtzähU^ und nenne den so gerechneten Jahres- 
tag d^» Dem gemäb ist dann die Jahreszahl (7 oder f) fOt ein Datum 
vom 1» Januar bis zum letzten Februar um eine Einheit zu vermindern 
(also ein t vor Chr. Geb. in diesem Fall um eine Einheit zu vermehren). 
Wonadi man den Wochentag durch folgende Formeln findet: 
o) im Julianiseken Kalender 

a) ior Jahre der julianischen Periode 



^m^, <«, 



14« 
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0) fOr Jahre der cbrisüicben Zeiürechnnng 



m) vor Chr. Geb. A « 7— I — ^-^-A j 

M) aaeh Chr. Geb. Ä » I — ^-^ \ (XI) 



(X) 



I) im gre^orumhcken Kalender 



4 _ ['+(?).— +(7).+-^+') 



(XH) 



S. Anwendoog dieier Formeln. 

L Auf dae gegenwärtige Jahrhundert 

Man aetse daa Jahr dea 19. Jahrfaunderta es«^ 00 iat /=1800+ic 
Und man hat 

1) wenn 4 den Jahreatag, im Sehaltjahre mit Bückaidit darauf , dab 
der Februar einen Tag mehr hat^ besKeichnety — - aua den Formeln (ID) 
und (IV): 

juHam. KaUmiir im greger. Eatemier 



• • »• 



S) wenn ä ohne Riteksicht auf den B9. Febr., im Schaltjahre geuMUMu 
wird, wie un gemeinen Jahr, — aua den Formeln (VII) und (VIII): 

im hiUmueckeM UMlender 

fM 1. Jawnr bis Sft. Ftbnir tm 1. Min bis SL Deoanber 



. , (-^m-^^-^l I *-(:±%tf±!l 



• • 




, , (!J±i:)±^'i I *-(!±(i^). 
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II. Welches ist allgeraeio der Wochentag des erslea 

Januars in einem Jahre nach Chr. Geb.? 
Man setze in Formel (III) und (IV) dfsl^ so kommt der Wochen- 
tag des ersten Januars: 

im juUan. Kalender im gregor. Kalender 

und fAr das gegenwartige Jahrhundert, aus den eben aufgestellt 
ten Formeln: 

, . (i«ä±!). I , . (sWil!), 

III* Welches ist allgemein der Wochentag des 26sten 
Decembers in einem Jahre nach Chr. Geb.? 

Man findet dieseni wenn man in den Forsieln, welche Tom 1. März 
bis zum 81. Dec gleicherweise für das Schaltjahr, wie für das gemeine 
Jahr gelten (Form. (VII, 2) und (VIII, S)), ia359 (der Jahrestag des 
Weihnachtstages) setzt; kärzer aber, da der Wochentag des Weihnachts- 
tages gleich ist dem des nächst folgenden Neujahrstages, wenn man in den 
eben gefundenen Formeln fdr den ersten Januar statt t setzt /-f-1* So ist 
der Wochentag des 26. Decembers: 

im Julian. Kalender im gregor. Kalender 

nd für das gegenwärtige Jahrhundert: 

,.(:±a)4| ..{i%'.4 

IV» Welches ist allgemein das Datum des ersten Ad- 
vents? 
Man berechne erst den Wochentag des 26. Decembers, wie eben 
gezeigt. Dieser sei H; eo ist das Datum des ersten Advents: 

A=:fiOY. 27 +(^^^, 

wo, wenn kein Best bleibt, nicht der Divisor 7, sondern zu setzen ist. 
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8» Beispiele. 

JNack ier ersten Auflösung. 

\. Welches ist dn Wochentag des ersten Janoars nn Jahre 1 der 
jolianischen Periode, d. l 4713 vor Chr.? 

Man setze in Formel (I) T=l, ifssl; so kommt 



= V 7-L_)^=2, eil 



k 3= y — -s — j^ s 2, eio Montag. 

Dasselbe findet man, wenn man, nach Jahren vw Chr. rechnend, in F<Hy 
mel (II) <= 4713, <l=»l setzt. 

IVocA der zwafm Auflötmtg. 

9. Keppler berechnet (in den mdolphinischen Titeln) den Sdiö* 
pfnngstag der Welt auf den 94. Joli 8998 vor C!hr. Welcher Wochentag 
ist dies? 

Dtt 84. Joli ist der 806te Tag des Jabres; hier ist also J=s 805, 
H SB 8998, and man hat nach Formel (VI, 8): 



±^.±f^l = .^m = r 



J3993 
A = 7- ^ - /^ 1 = 7-^V^) = 7-6 e 1, 



ein Sonntag. 

8. Nach den Ordnern des jädiscben Kalenders ist der erste Neomond 
(der Moled TücAri^ der Welt, am 6.0ctoher 8761 y.Qhr^ 858 der jolia* 
niscben Periode Abends nm 11 Uhr 806 Chi. eingetreten« An welchem 
Wochentage? 

Der 6. October ist der 878ste Tag des Jahres; also d:saa27% 
t=s 3761. Und nach derselben Formel: 



^3761 + (mi±l) +365 - 279> ^^ 



1, 



oder nach der Formel filir Jahre der jnlian. Periode (T, 8), da T=s953, 
iIb:279: 



ti^i-.«.., 



also nach beiden Formeln ein S<Miiitag. Ideler hatte Ba$tdö. ä, Chronoi. 
Th.L 8*68$, denUontag angegeben (doch s. ebendas. (9.645)^ hat aber 
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dieM Angabe berichtigt im Lekrk. imr CknnoL 8. 964. M&&. Amh. i. 
v§r§l 8. 980. 984. Anm. i. (u weldier leteten Stelle es statt SoMlag 
im Tf. Oktotsr heiümk amfii: den «. Oktober). 

Nack der Mttm At^Uimng. 
4. Scaliger nahn in dar ereteo Auagabe aeinea Opu$ de emmd. temp. 
(später hat et eine aodere Anmcht yorgetragea) Mittw. den 91. April 8949 
Tor Chr. fftr den vierten Tag der Welt Stimmt hier Wochentag und 
Monatstag? 

Der 21. April ist vom l.BfanB an gerechnet der SSste Tag des Jah- 
res, also il' SS 52, Iai3949. Und nach Formel (X): 

tarn Ifittwodh. 

6. Petavins niamt C^DocA*. tanf. IM. IX. e. 6, Anlte. 1705. 
T. II. p, 10, TergL LH. lUIL Uü. p. 282. deigL in seinem üo/mk 
mat. Ump. ei. 8. Par. I6S6, 8. P. 2. p. 82) fülr den eraten Tag der 
Welt den 2«. Oefober im Jalire 780 der jolianiachen Periode, 8964 v. Chr. 
In% fiebt Jean Panl, der eine Gel^ienbeit wahrnimmt, den Geburts- 
tag der Wdt snr Sprache sn bringen, den S8. October an, an wel- 
eheM nach Petavins die Wek anf die Welt gekommen sei, im TitoH 
Bi, i. iSämmO. Werke, BerSm 1827. Bd. XXI.) 8. Ifi. — Welcher 
Wochentag? 

Der fC October ist, vom 1. M&rz an gesBiUt, der f40Bte Tag des 
Jahres, also ^f «e 240, / as 3984. Und nach derselben Formel : 

«D Sonntag. 

4. 2^eite Angabe. Wenn Monatstag nnd Wodientag gegeben 
lind, das Jahr sn finden^ in welchem sie loaammeatreffen. 

Ich gebe hier nur die Formeln für Jahnr (/) nach Chr. Geb. Im 
gngorianischen Kalender mnis die Bechnnng f&r jedes Jahrhundert beson- 
dem g^Uurt werden (ich besBeichne die Zahl der verflonenen Jahrhunderte 
irieder durch 9)\ fiBr den juUanischen Kalender kann nuui eine Formel 
bbeui die unabhSngig von dem Jahrhundert besieht 



a sss 4 nit Ausnabne yod y^f 



118 4« Piptr, zur Kirch^nvHlaiung* 

Wo immer im Fol^^enden ein Reiit gebildet wird ud die Division 
au%ebt) da ist der Best =0 za setzen. 

Gegeben ist der Monatstag, als Jabrestag vom 1. Jannar an gerech- 
net (ebne Räcksiebt auf den Scbalttag) ss J; der Wochentag =s h. 

Erste Aufiösung. Für den juUanischen Kalender. 
Man setze 

ferner Ur ein Datum 

Tom 1« Jantur bit M. Febnur Tom 1. Marz bii 3L Beoamber 

a = 4 mit Ansnabme von (^^^^) 

(d. b. für a sind mit Ausnahme des eben gedachten Wertbes nach 

der Reihe die Zahlen 0, 1, 3, 3, 4 za setzen) ^ 

so ist 

/ = 28y + c, (XIII) 

wo für y, und jede positive ganze Zahl genommen werden kann. 

Zweite Auflösung. Für den JuUMmechen und ^e^orumiecken 
Kalender, innerhalb dnes bestimmten Jahrhunderts, 
vom l.Marz des Jahres 100s bis zum letzten Februar des Jahres 100(s+l). 
Die Jahre dieses Jahrhunderts sollen durch u bezeichnet werden 
(so, dafs t == lOOs + ti). Man setze 

im Julian. Kalender im fre^or. Kalender 

V 7 1 == * I i 7 

und gleicherweise in beiden Kalendern fär ein Datum 

Tom 1. Januar bia 20. Februar tob L Mirs bia 31. December 




e 



5. + (li+|±»') == . 
. - 4, mgtmmmeü P^)^, 



ü s 4y ausgenommen y-^ 

so ist 

u^28p + e (XIV, 1 u. 2) 

9 = 2, und fÄr jeden Werth von r < 17, n ä :i 

(d. h. es sind für 9 nach derBeihe die Zahlen 0, 1, 2 und wenn das 

andere Glied von u kleiner als 17 ist, auch 3 zu setzen). 



4. Fip^tp zur Kurehenreohmingm iiS 

$, Aaweodviif dieser FornelB. 

1. Für das gegenwärtige Jahrhondert wird inderBWriten 
AiflÖsmig der yorigen Aufgabe» in Formel (XIV) onr S nftber beetinnf, 
■ehmUdi 



imßiUan. Kalender 



Kßlenier 



Im Uebrigen bleibt es bei derselben Fomel. 

2. Ist der gegebene Monatstag der 89. Februar, so gdten 
ebenfalls die vorgelegten Formeln, mit der Bedingung, dafs man in dem 
Resultat nur die Schaltjabre, d. h. Jahre yon der Form 4ii nimmt. Dies 
erreicbt man unmittelbar durch folgende Formeln, wenn der Wochentag 
des 29. Februar h genannt winL 

Ffir den juUaniseken Kalender allgemein. 

Man setze 

ao ist 

wo tir y und jede positire ganze Zahl gesetzt werden kann. 

Ffir den p^i^arumiscken Kalender innerhalb des Jahrhunderts 100 # -f 1 
bis 100(#+1). 




r^)+^'"' 



so ist 

(du h. es sind fkr 9 die Zahlen 0, 1, 2, 3 zu setzen); die Zahl 3 Jedoch 
nur dann, 

1) wenn «<16, 

2) wenn ras 16 und e eine Zahl yon der Form ^n — 1 ist. 

6. Beispiele. 

1. In Compostella, in der Cathedrale des h. Jacobus wird ein 
Jubiläum gefeiert allemal wann das Fest des k Jacobus (26. Julius) auf 
einen Sonntag fallt; s. de Zack Cwreep. aetron. Vol. X. 1894. p. 448. 

GMlIt's Jourhal d. M. Bd. XXII. Hit 2. 15 
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In welchen Jahren unseres Jahrhunderts tritt dies ein nach dem gregoria- 

Dischen Kalender? 

Hier ist A == 1, il (der 25. JoLVTom !• Jan, an gerechnet) = 206 { 
mitbin im 19. Jahrhundert aus der eben (S. 6, 1.) gegebenen Aowendong : 

J = (6^206 + 1 + 4)^ „ 2 

und nun in Formel (XIV, 2): 

e = 5a + (— ^5^ )^ = 5a + (-^)^, 
wo Ar a nadi der Reihe die Werthe 0, 1, 2, 3, 4 zu setzen sind, mit 
Ausnahme von ( ^(^ + '^) = i • also die Werthe 0, 2. 3, 4. Dadurch er- 
hält man f&r c die Zahlen 2, 13, 19, 24. Und hiemach Ar u die Werthe: 

2 13 19 24 

30 41 47 52 

58 69 75 80 

86 97- 
Das sind also die Jahre des neunzehnten Jahrhunderts, von 1802 bis 1897, 
in welchen der 25. Julius ein Sonntag ist. 

2. Aus Anlafs des Jahres 1824, in welchem der Februar fouf Sonn- 
tage hatte , ist die Frage aufgeworfen (s. de Zach Cwresp. Mtron. L c. 
p. 382.')j in welchen Jahren dies eintrifft und nach welchem Gesetz. 

Man sieht sogleich, dafs dazu die beiden Bedingungen zusammen- 
kommen müssen : erstens, dafs der Februar 29 Tage hat , also das Jahr ein 
Schaltjahr ist; zweitens, dafs der erste, mithin auch der letzte Februar 
ein Sonntag ist. Die Aufgabe läuft also auf die Frage hinaus : in welchen 
Jahren ist der 29. Februar ein Sonntag? 

Die Antwort hierauf ist in der g. 6, 2. aufgestellten Formel ent- 
halten , indem man darin die Zahl des Wochentages kssl setzt. Dann 
findet man 

für den Julian. Kai 

weil j SS 6 



a= 28(>-+l) 




sa 289 4>C 
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Und im gegeuwirtigen Jahrhundert, 



wenn mtn fiar y die Zahlen 64, 65, 
69 aetet, filr t die Werihe : 

1820, 1848, 1876. 



wenn man ^ s= 18 nimnit: ^ s= l^ 
c SS 24) mithin für u die Werthe t 
24, 52, 80. Das sind die Jahre 
1824, 1852, 1880. 

Aufgabe ist nach anderen Methoden aufgelöst von Ciceo-* 
lini in i2^ Zach. Corresp. astron. Vol. X. p. 380, 381. und Vol. XI. 
p. 149. l&O., von Zach (mit Hülfe des Sonntagsbnchstabeus) Ibid. VoLX. 
p. 382. 383; ferner von Matzka in Grelle*^ Joum. f. reine u. anffewm 
Mathem. Bd. 3. 1828. 8. 341. und von Jahn Ebend. Bd. 9. 1832. 
S. 143. 144. 

7# Dritte Aufgahew Die drei christlichen Zeitkreise zu 

bestimmen. 



OafiBr sind die Formeln, gleichgeltend ffir den alten und neuen Stil, 
wenn die Jahre n. Chr. allgemein durch ^, in unserem Jahrhundert durch v 
bezeichnet werden« 



die güldene Zahl ^=(^)^+l (XV) 
der Sonnencirkel C'=r(^)+1 (XVI) 
die Römer- Zinszahl I » ('^) -f 1 (XVII) 






Die umgekehrte Aufgabe, aus der gäldenen Zahl, dem Sonnencir- 
kel und der Römer -Zinszahl das Jahr abzuleiten, — eine Aufgabe der uu-^ 
bestimmten Analytik, ist mehrfach behandelt, von BernouUi, Wallis, 
fialer^ Lala o de, Del ambro u. A«; daher ich hier nicht darauf ein- 
gehe. Für einen besonderen Fall gtebt auch Ideler die Auflösung, Hand- 
buch der Chronologie Bd.ll. 8.687. 

& Vierte Aufgabe. Die flbrigen Hulfsgröfsen der Oster* 
( rechnung zu bestimmen. 

1. Für den Sonntagsbuchstaben L erhält man leicht aus 
%. t. n. II., indem auch hier, wenn der Rest ist, statt dessen der Di» 
visor 7 genommen werden, also der Rest den Sonntagsbuchstaben G an- 
zeigen soll: 

15* 
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im JuSam. Kalender im gre^ar. KtUemder 

= IJ^ — )-±^ — j (XVIII) L « \-^ — l±^liL )*h — ^1^ (XIX) 

«ad fir das gegenwirtige Jabrbondert 

wobei aber in jeden SdalQahr (wenn i oder tr eine ZabI von der ITomi 
4ii ist) vom 1. Mars an alatt dessen der naebst vorbergebende Sonntags- 
bncbstabe gilt, den nuui nnmittelbar erbatt (nebaliob für jedes Jahr, wkt 
blofs Tdr ein Scbaltjabr, den Sonntagsbncbstaben voai 1. Mars an), wenn 

man in diesen Fonneln staU ('-=^) , ( j) nnd statt (^) , (j) setit 

Wo insner im Folgenden ein Rest Torkonunt and die Division anf* 
gebt, da wird ancb der Best = gesetat 

t. Fnr die Epakten gelten folgende Gleidiwfen, wenn wMt 

«) die jnliaDisclie fipakte «»(iMf+D) (XX) 

k) tat die gregorianiscbea Epakten hat ■■• 
keatMdige Bpakte ia entea Jahre de« JmBtm, itjOrngem Cydm 

a SS 8 
Ceneetioa war Epoche der Kalend errer b c w e i mn g 

ß = +3 — 10 = — 7 
die Lau9olarglei<^anf 

v = (^V(t),+^-* 

dfinach die Bpakte ia erstai Jahre de« sregor. ll|iihf^w Cjei. 

we jedocb, wenn h negativ wird, das nadbst grölsere Vielfiiclie tob 30 
dann addirt werden nnd diese Diferens vtaü der n^pativen GrOfiie ge* 
nosHMn werden wmSb^ w^bes dnrcb folgende allgenidne Vocaiel ansge« 
drackt wird: j, ^ * + C^^ -30 

nnd hieraacb nberbaopt die gregorianisch Epakto 
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Und fflr dai gegenwärtige Jnhrbnnderti wenn man (^— ) = 



secM 



^(bjuHtßu Epakte 
* -" V 30 ~K 



die gregttr. Epakie 

' = (-30 A 



S. Die Ostergrense ist allgemein, nachdem man (^) =« be- 
rechnet hat: 
im juUimMBehen Kalender 

termin. pasch. » Bfärs 21 + (i^^^^) (XXII) 

MB ßreßoriimiecken Kalender, wenn man h nnd B wie nnter der vori- 
gen Nummer (S) in Formel (XXI) berechnet nnd dann 

termin. pascL = Harz 21 +f^K{Q . (XXIII) 

Dieselbe Formel giebt die jolianische Ostergrenze, wenn man i ss 8 nimmt 
Dann wird jKs=0 nnd man erhält aus dieser die vorhergehende For- 
mel (XXII). 

9. Fünfte Aufgabe. Berechnnng des Osterfestes. 
Es sei f das gegebene Jahr nach Chr. Geb. und das Datum des 
Osterfestes werde durch P bezeichnet; so ist 




K setzt: 



im Julian. Kalender 



wenn 



( 



IS+lQaN __ 



30 



^ r 



P^. . <- 



P«:Marz21+f+-7-A (XXIV) 



wenn 



im gregw. Kalender 



'29 — fc 

30 .f 
5 + 111» 

30 
19 







(ä). 



( 



53_-j-fl9o\ __ 



J>=,iantl-t-/-— £(^ 4.7-A (XZT) 



+(i)+/+a)+^— «G^), 



Diese Formeln gelten nllgenein und ohne Animalmie. 

Denn was die sonst sogenannten Ausnahnien von der gregorianischen 
Osterformel hetrifft, hier in der Gleichung für k und P dnrch das Glied 

— IfQg) ansgedrfickt ; so tritt 

die eine Ausnahme (nur von der Formel) ein, wenn fs^ 29 gefunden 
wird, also die Ostergrenze am 19. April. Beide Zahlen werden dann um 
eine Einheit vermindert ; was nur in dem Fall Einflufe auf das Datum des 
Osterfestes hat, wenn der 19. April ein Sonntag ist. 

Die zweite Ausnahme (von der gregorianischen Osterregel seihst)^ 
tritt ein, wenn die Epakten XXV and XXIV in demselben 19jährigen 
Cycltts vorkommen. Dann wird die Epakte XXY (in diesem Falle ge- 
schrieben 85) um eine Einheit vermehrt, oder die entsprechende Oster- 
grenze 18. April (fss28) um eine Einheit vermindert; was nur in dem 
Fall Eiuflufs auf das Datum des Osterfestes hat, wenn der 18. April ein 
Sonntag ist« 

Von beiden Ausnahmen ist seit Anfang des neuen Stils bis jetzt 
nur die erste im Jahre 1609 vorgekommen. Auch können sie in dem 
jetzigen Jahrhundert nicht eintreten; aber in dem folgenden, zwanzigsten 
Jahrhundert wird jede derselben einmal sich ereignen, die erslere im Jahre 
1981 y die andere im Jahre 1954. Fflr beide Jahre soll das Osterfest unter 
den Beispielen unten $• 11. No. 3. berechnet werden. 

10. Anwendung dieser Formeln. 

Da b und B nur von # abhängen und K nur von B; so sind diese 
Grdfsen je ein Jahrhundert hindurch constant und dürfen für jedes Jahr- 
hundert nur einmal berechnet werden. 

1. Fflr das gegenwartige Jahrhundert, wo ssslS, findet man: 

d = 8+ (^ *^^*^ +(^ -18 = 0, also auch B = 0: 

daraus folgt auch K:szO. 
Und man hat für dieses Jahrhundert die gregorianische Osterfoiamel aber 
so einfach, wie die julianische; wenn man in Formel (XXV) fllr $ flbem' 
18 substituirt: 
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Od.- 

/234-19a\ __ 
V 30 /, *~ 




gregor, P s= März 21 +/'+7— *. 

S. Oder wenn man tzsi800-\-u setzt, also durch u das Jahr des 
19. Jahrhooderts bezeichoet: 



im Julian. Kalender 



/t5j4-19n\ ,, 

V 30" )r "" ' 



'"+(t)+^+3 



? — i = ^ 



im gregor. Kalender 

(4A = - 

/23-M9«\ _ 
V 30 /r "~ ' 



P = Ma» 21+^+7 — ». 

im gegenwärtigen Jahrhundert geltende Formel für das Datum 
des Osterfestes nenen Stils begreift, in Worten aosgedräckt, folgende Vor- 
schriften* Es werde das Jahr, für welches das Osterfest gesucht wird, 
mit Hiuweglassung der beiden ersten Ziffern 18 durch u bezeichnet (z. B. 
fdr das Jahr 1840 ist ti = 40); 

1) so dividire man u durch 4 und nenne die ganze Zahl, die heraus- 
koBUit, — wenn ein Rest bleibt, ohne Rucksicht auf diesen — nj 

2) »an addire die Zahl 14 zu u, dividire diese Summe durch 19 und 
nenne den Rest a; 

8) man muUiplicire a mit 19, addire zu diesem Producte 23, dividire 
diese Summe durch 30 und nenne den Rest f; 

4) man addire die Zahlen u, n, f und 5, dividire diese Summe durch 7 
und nenne den Rest h. 

In allen diesen Fallen, wenn die Division aufgeht, ist der Rest 
9H1 nehmra« 

So trifft Ostern (f+7--A) Tage nach dem Slsfen Blarz. 



\\. Beispiele. 
Im atten SüL 

t. Kaiser Constantin der GroÜse aUrb am Pfingstfest des Jahres 
337 11. Clir. 8.EMseb.VU.Ckm8taniin.IAb.J[V.0.€4.ed.Reaiinff.p.664. 
und das Chron. Pa$ek.p.286. D. (^d. Bann. p. 632.) and p. 881. B. (697). 
An welchem DataniT 

Pfingsten ist 43 Tage nach Ostern. Das Datnn des Osterfestes in 
jenen Jahre aber ist nach Formel (XXiy)^ da Is337; mithin 

P SS Mirz 31 + 11+7—5 n April 3. 
Demnach traf das Pfingstfest anf den 33. Mai. Dies ist der Todestag Con- 
stantinsj wie anch das Chromeon pMchale angiebt. 

Im neuen StU. 

3. König Friedrich Wilhelm ID. vonPrenlsen starb am Pfingst- 
fest des Jahres 1840. An welchem DatnmT 

Hier ist in der eben ($. 19^ 3.) f&r das 13. Jahrhundert entwickel- 
ten Formel ii^=3 40; also 

dennach Ostern P » März 2 1 +27+7>-5 a April 1 9. 

Und Pfingsten den 7. Joni. Dies ist der Todestag Friedrich WO- 
hdms IIL 

8. Die $, f. rersprochene Berechnung des Osterfestes der Jahre 
lt54 (y^. Delambre in der Conit. th» Ttm» a. lSi7. p, 3U. and W$t. 
ie VÄKbrcn, moderne T. i. p. 66. d7.) und 1981 stellt sich nach For- 
md (XXV) so. 

Hier ist 

» « 19, 
also 

•-•tC-Tf'-'j.+o.-»— .— .to^in.»-'» 



. (t±(^.). . © . , 



and weiter 



4. P4p0rp MUT Eir^rnntiUnuig, t21 

für i» J^kr iB&4 

dal» 1954, a-(^)«l6 

P SS Min 21 + 28—1 4- 7— 6 B April 18. 

Ohne dM GUed — JIC. y^) l&tte mm ilsO) P » Min 31+28+7— 
SB April 25, acht Tage so spät 

Ftur im J^kt i99t 

dal=1981, «ss(*-gi) -5 

P =s Min 21+29— 1+7—6 » April 19. 

Ohne das Glied —K.{Q bitte aan *sO) Pas Min 21+29+7—0 

SB April 26, ebenfalls acht Tage za apit, ein Datum, auf welches Ostern 
nieaals treffen kann. 

im «Alm Mni neuen Säl. 
4. Anf welches Datnm triiR das Osterfest im Jahre 4768 n. Chr.? 
Hier ist #=4763, «=5 47; mithin 

im Jtdiam$dkem Ealmder 

P SB Min 21 + 22 +7— 4 a April 15. 

CMih't J«onial d. M. Bd. XXIL Hft 2. 16 



I 

iü 



ISS 
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Im ^^oriam»ehm Kalender 



^_ / 53 — (-- 13) + 19 ' 13 \ 
' — V 35 K " 

Abo ist das Glied —K 
gar nicht zu borechneo. 



47 = — 13 



13 



f«r«.+(^.+u+(g)+.-«7J 



P« März 21 + 13+7—3 = April 7. 

DiesM Beispiel ist auch berechnet voo Gaofs in der Motu Corresp. 
Bd. 9. 1800. 8. 129. nnd von Delambre in der Catm. de9 Tems 
m. 1817. p. 816. BIß. 

IS. Sechste Aufgabe. Wenn das Datnn des Osterfestes gegeben 
ist, die Jahre zn finden, in welchen es auf jenes Datnm trifft. 

Gegeben das Datnm des Osterfestes, März 21+;i; 
Gesucht die Jahre / nach Chr. Geb. 

i. Lh ßtUaniieken T^aiender. 

Man bilde P'^^ — ^ =^ f 

a t= 6 
(d. h. man nehme för a nach der Reihe die Werthe 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ; wodurch 
man eben so viele verschiedene Werthe von f erhält) ; mit der Bedingung ; 

1) wenn pK.7y da(s a^p 
t) wenn p>29, dals a>/r — 30 

und bezeichne alle so gefundenen Werthe von a'j die kleinw als 19 sind, 
durch a. 

Dann setze man ^-yl s=: x 

& s= 4, Bit Ausaalme tob (^^y^^), ' 
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90 iaty iadeBi man jeden Werih von tf und jeden Werth Ton e setzi: 

t = 532e + (♦ii|±^) (XXVI) 

wo für z zuerst "0 und dann alle ganzen positiven Zahlen genonunea wer- 
den können. — Hat man m Wertbe von n (es ist wenigstens einer und 
es sind höchstens 5)^ da e iaimer 4 Werthe hat; so erhält man f&r / 
4iii Werthe, die kleiner sind als 532. Zu deren jedem hat man 532 und 
deren Vielfache zu addiren, um die unendiidie Reäe n erimken, die der 
Aufgabe entspricht. 

2. Im ffreyorumiseken Kalender. 

Mau bilde ebenfaDs p — 1 — a as ^ 

a » 6 

mit der Bedingung: 

1) wenn ;^ ^ 7, dab a ^p 

9) wenn p>29j daTs a>;r~30. 
Weiter mufs die Rechnung f&r jedes Jahrhundert besmidera geföhrt werden. 
Es seien also die Jahre gesucht innerhalb des (t-(-l)ten Jahrhunderts, d.h. 
von 100# bis lOOt + d^y ^^^ ^ mögen die Jahre dieses Jahrhunderts 
durch u bezeichnet werden; so beredme man die Saculargleichungen : 



ferner (p + JC.(^)^=f 

/ 13 + 19 B + i9f \ _^ ^ 

und bezeichne diejenigen Werthe von a\ die kleiner als 19 sind, durch a; 
setze dann 

(^1 - •' 




s>+(«-i»±»») = 

b = 4t mit Ausnahme 
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WO jeder Wei4 tob c aut jeden Weiik tos oi «i TerUiideii M. Man 
beseicluie die Werthe ^w^A^ die kleiner aiiid^ all 5 lad aaeb den Werth 5 
fibr den Fall, da(a a^<59 darch4f und den in jedem^l enthaltenen Werth 
von d! durch a; aro bt 

n 8 19J + CU (xxvn) 

Dieeeibe Methode gilt auch fttr den yiij&pijf «Im Kalender^ wenn man er- 
atooa »»8 «eist: woraoefa^nBda's=(i^:^^) koainty wie Torhin ; 

dann aber % es ( ^"^ '^j • Die Abrigen Formeln bleiben anTorindert« 

18. Anwendong dieeer Formeln. 

Flr das it. Jahrhundert iat, indem man #s= 18 in den For- 
meln des vorigen S« (19, 9) anbstitnirt, die Beredinung folgende. 

Gegeben dasDatum des Oaterieotes sss BIftrs 21 -f-/i« So bilde aum 

tat jutum. Kalmükr | tm ffr^fmr. Kalender 

p-i-a = f 
es 6 
mit der Bedingung i) wenn p<Z7y dafs a<ip 

2) wenn p>7% dab a>/i-*30 



und beliehne diejenigen Werfte von a^ die klein« aind als 19 durch a/ 
setse dann 

teuer 

Weiter bedient man aich der allgemeinen Glddumgen (XXVII) des ge- 
daditen Paragraph«. 

14 Beispiele. 

Im JuHamechen Kalender. 

1. Man hat unter dem falschen Namen desChrysostomus stehen 
Semumee in Paeeha, deren letater (CkrysoeL Opp. ei. Montf. T. VIII. 
App. p. 274 eqq.), nicht unwichtig ffir die Geschichte der Osterstreitig- 
\iitmh — fiEtar die SSeit seiner AbfiuNBung interessante Merkmale darbietet 



er^ zur KinihmrHikmmg. 1S5 

Diese Predigt ist gebälten in der ereten der sieben Fasteawocbeo 
(c. 6. p. 984. DO, und estbalt folgende ebrooologiscbe Merkmale^ — • w<h 
bei ieh das Jabr n. Cbr., ia welcbeai sie verTafst ist^ dareb / beseidioe. 
1) In diesem Jabre traf eine Lona XIV nngeßbr 2 Tage vor ier Fräb* 

lingsnaobtgleldie 0« 
t) Die folgende Lona XIV (dw OstenroaflU>Bd) trM ^ am SC Tage 
das VIL Monats, einem Sonntage, p. 989. D. 

3) Demnacb das Osterfest dieses Jahres an dem folgenden Senntage, 
dem 2. Tage des YUI. Monats, p. 989, E. 984. B. 

4) Das Osterfest in den drei folgenden Jahren an folgenden Tagen, 
p. 984. B. C: 

im Jabre # + t am \7. Tage des VIL Monats 
. - - < + 2 am 9. • . VD. - - 
- . • < + 3 am 29- - - VII. - - 

Es sind Monate des macedoniseh-asiatisdien Sonnenjahres (s. e.L 
p. 97S. B. 976. COf Ton denen im gemeinen Jahre der siebente mit dem 
25. Mirs, der achte mit dem 25. April anfing. Dies giebt, wenn wir einst'- 
weilen bei dem gemeinen Jahre stehen bleiben, folgende Udbertragong jener 
Angaben in den jnlianiscben Kalender : 

im Jahre t die Ostergrenxe am lt. April; das Osterfest am 2C.ApriU 
aodann bn Jahre 1+1 1 + 2 « + 3 

das Osterfest am 10. Apr. 2« Apr. 22. Apr. 

Hiernach nmfiUst der Zeitraum von dem einen Osterfest bis zum fi^genden 

zwischen j26- Af- ^^ J«h»» ' } 349 Tage = 50 Wochen— 1 Tag, 

ho. Apr. des Jahres #+ K ^^ , 

zwischen { ^^^^^ ^^ j^^ ^^3} 357 Tage = 51 Wochen, 

zwischen |22« Apr. des Jahres ^ + SJ 385 Tage s 55 Wochen. 

Da zwisdien zwei Ostersonntagen nur eine Anzahl yoUer Wodien li^en 
kann; so mab, da zwischen dem 26. Apr. des Jahres / und dem 10. Apr. 
des Jahres f + 1 ein Tag daran fehlt, innerhalb dieses Zeitranms ein Schalt- 
tag liegen. Das wäre, wenn wir es nur mit dem julianiscben Kalender 
M tfiun hätten, der 29. Februar des Jahres <+ 1. Allein die Kleinasiaten 
nchalteten am finde ihres zwölften Monats, im julianisdien September^ ein : 



^) p.283. C: 9 %90üaf€guai99»iifni mg ftfiß (es mofli gelesen wmden nfo} dvo 
^pmmp t^Q Ip^fHfias i/mif99H. VergL Ibid. D. 
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es nmfs also der September des Jahres t den ScIiaUtag enthalten büben ; — 
Qttd zwar schalteten sie ein in demselben Jahre, wie der jnlianiscbe Kalender, 
demgemäfs in einem solchen Jahre die kleinasiatischen Monate vom sieben- 
ten an um einen Tag froher im jnliam Kalender anfingen ^}. Also ist das 
Jahr t anch das jnlianische Schaltjahr, in wielchem der siebente kleinasia* 
fische Monat am 24. Mars ^ der achte am 24. April anfing. Sonach ist die 
obige Uebertragung der Daten dahin aui berichtigen, da(s im Jahre t die 
Ostergrenze am 18; das Osterfest am 26. April einfallt 

Diese Auskunft ist nothwendig, da fär das Osterfest, wie för die 
Ostergrenze diese Tage der anfrerste Termin sind und beide nicht später 
fallen können. Die Zeitbestimmung wird bestätigt durch die Angabe, dafs 
in jenem Jahre eine Luna XIV ungefähr zwei Tage yor der FrOhlings- 
nachtgleiche eintraf, als deren Datum der 21. Blars galt Denn rechnet 
man vom 18. April SO Tage zurflck, so kommt man auf den 19. Mars. 

Bs (ragt sich also erstens (und dies ist die e%entliche Frage, auf 
die es uns hier des Beispiels wegen ankommt), in welchen Jahren trifft 
Ostern auf den 25. April a. St? 

Hier ist nach Formel (XXYI), %. 1», 1: 
1^ s 35, mithin, da a>p — 30 sein soll, hat es nur den einzigen Werth 
a = 6, 
also f=35 — 1 — 6 = 26 (wie anmittelbar aas der Angabe der Oster- 
grenze = April 18 hervorgeht); 

weiter ,. „ («£+«LM) - 7 - . 

also fär b sa «eteen 0, 1, 3, 4. 
MUbin 




^) S. Usser D# Maced. et Asimn» eamo soUiri Diss. e.V. hinter 8. AmnmL vet. 
H noy. Tesimm. Gemev. 1722. /• p. 104. co/. 2. Noris jämnui ei epociu Syrommoed. 
Di$$. L c. 3. Off. T. U. p. 24. B. 
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Sobtftiteirt man hier noch för c jeden seiner vier Werfhe; 00 kommt 

140 

532. + ^ 45 

387 

Mal bat abo die Jahre 45, 140, 387, 482 nnd die Summen, wenn man ao 
ihnai 1.5329 2.532, 3.532 etc. addirt, ab Jahre in denen Ostern aof den 
2ft. AprU triß. Das aind folgende bis %watk Jahre 2000: 

45, 140, 387, 482? 577, 672, 919, 1014; 1109, 1204, 1451, 1546j 

1641, 1736; 1983. 

Zweitens haben wir die Bestimmung, daCs das gesuchte Jahr ein 
Schaltjahr ist Von den vier erstgenannten Jahren ist aber nur das Jahr 140 
ein soiches; die drei übrigen fallen also weg. Und es ist das Jahr der 
AbfiMMing jener Predigt enthalten in der Gleichung 

t s 532« + 140, 

wodorch schon innerhalb der 532jährigen Osterperiode das Jahr feststeht. 

Nun ist drittens auch för die folgenden drei Jahre das Datum des 
Osterfestes gegeben. Woraus sich indels keine nähere Bestimmung fiGbr 
nnsere Gleichung herleiten läfst; wohl aber eine Probe derselben, wenn 
whr das Osterfest der drei auf 140 n. Chr. folgenden Jahre suchen. Hierzu 
bediene ich mich der Kurze halber der unten g. If, 1. zu gebenden For- 
mel mit ihrer Hfllfstafel, nach welcher sich ergiebt: 

Ar das Jahr 141 a s 8 A; = 1, also aus Taf. IV. Ostern am 10. April, 

- - - 142 a«9 Jk«e2, a.AprO, 

• - - 143 a = 10 * = 3, 2t.ApriI^ 

Abereinstimmend mit den aus der in Bede stehenden Predigt abgeleiteten 
Angaben. Wenn aber in den drei auf das Jahr 140 folgenden Jahren 
Oatem auf diese Tage trifik, 00 trifft es auf diesdben auch in jeden drei 
Jahren, die auf aUe in det Gleichung / = 5322r-f»140 enthaltenen Jahre 
folgen. Und es bleibt för das gesuchte Jahr bei der Gleichmg 

f SS 140+532« =: 140, 672, 1204, 1736 etc. 

Ton diesen Jahren ist das erste zu früh, das dritte und die folgeuden zu 
spät Es bleibt also nur das Jahr 672, in welchem jene Predigt verfafst 
Min mttfo. 
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Das Jahr bat schon Uaaer beatuMit auf aaderon Wege, wobei er 
die Jahre 9 in denen Ostern anf den t5. April trifll nittelat der gäldenen 
Zahl (VIII) nnd des Sonntagsbnchatabena {C) anafind^ macht, in der an- 
gef&hrten Abhandlung De Maeed. et AfUm. mmo eoL e. V. p. 108. coL 2. 
104. und c.VI. g.6. p.i07. coli. Ihm tritt Noria bei, Amme et epoch. 
8iffrmM€ed. DUe.L e.2., wo er wiederholt toh den dironologtaehen Cha- 
rakteren jener Predigt handelt p. »i. A. eq. 94. B^D. 96. B. C. 
VergL Ideler Hndb. d. Cknm. Bd. L 8. 424. Doch hat Montfancon 
in dem HoaitHm m diesen Sermonee p. 249. 274. versiumt, daron Kennt- 
nifii va nehmen. — Eßer ist das Beispiel Yorzfiglich der Methode wegen 
berechnet worden. 

Diese 2Mtbestimmong hat noch ein anderes literarhistorisch -kritisehes 
Interesse. Unter den Anhingen %u dem Ckrcmean paeckate befindet sidi 
ein Bmchstfick eines Ungenannten De Ckrieü nathitäHe et paetkmk mmie 
(n. VU. p. 426 i ed. Btmn. vol. II. p. 119. 120.), an dessen Schlnfii jener 
SerwL VIL m Paeeka als ein Werk des Chrysostomus seinem Inhalt nach 
nnd mit den Anfangsworten angeführt wird Hieraus folgt, dals dieses 
Bruchstftck nach dem Jahre 672 ^erfafst ist 

Jbi frejjfariameckem Kalender. 

t. Wann trifft im gegenwärtigen Jahrhundert (ron 1800 bis 1899) 
n. St. Ostern auf den 16. und wann auf den 19. Aprflf 



Wir bedienen uns (ur diesen Fall der Gleichungen des %. i$. 

Ostern Apr. 15. 

Hier ist 
p «25; 

also hat 
f die Werthe 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24 

a = 0, 3, 11, H 

a's 0, 5, 8, 16 



Osten Apr. 19. 

Hier ist 
F-29, 

also hat 
^ die Werthe 22, 23, 2A, 25,26, 27,28 

«'«(^^W^X«"A19t8, 27,16,5 

a B 0^ 5, 8, 11, 16 

a's 2, 5, 10^ 13, 16 



4. Pipetf ZMir KinhinMdmuHg* 
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feroer 



C s=s 



10, 21, 27 



3(c—a0 



4, 

12, 
■3, 

•12, 
•36, 



30, 63, 81 

15, 48, 66 

6, 39, 57 

18, 15, 33 
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5 

8 

16 




i: 



2, 
15, 

6, 

10, 



7, 
20, 

15, 



I 



25 

10 

1 

5 

0, 

8* 



Alm 



-=}1: 



1.19+8 = 27 
19+0 SB 38 



3(c— 00= 




d. h. nar ia dea Jahren 

1827 und 1838. 



25, 
16, 

1, 

20, 

2 
1 
1 

1.19+10=s29 
Aboflf=sa.l9 + 16s=35 

2.19+ 2»40 
d. h. aar in dea Jabrea 

1839, 1835 nad 1840. 



Dieses Verfahrea, sowohl ia dieser Aaweadaag (auf das 19. Jabrh.), ab 
in AUgeaieinen, läfst sich bedeatend abkirzea, wena man bestimmt, welche 
Wertbe von e and a' zn einaader geböread eiaen Wertb voa A' geben, 
4er kleiner ab 6 ist; dlemuach die übrigen im voraos aosschliebt. — Idi 
Terwebe deshalb anf die nnten nitzatheUeade (achte) TafeL 



B. Fonneln mit Hälfetafeln. 

Ift. Erste Aofgabe. Wenn der Monatstag eines Jahres nach 
Chr. Geb. gegeben ist, dessen Wochentag sa finden. 

Es sei / das Jahr nach Chr. Maa aehme fiar den gegebenen Mo- 
Batstag aus Taf. I. die anter m stehende ZaU; so ist die Zahl des ge- 
■nditen Wochentages 

CraWf Joanal 4. IL Bd. XXIL Hft. 8. 17 



lao 
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imjuHan. Kalender 

Tom 1. Jan.— 29. Febr. ▼em 1. Min— Sl. Dec. 



_ ['+(i).+" | 



im gregor. Kalender 

Tom 1. Jan.— 29. Febr. tom 1. Min— 31. Dee. 

WO der Best 1, 2, 3 vl. b. w* den Sonntag, Montag, Dienstag, n. s. w. an- 
zeigt, der Rest aber den Sonnabend. 

Und für das gegenwärtige Jahrhnndert, wenn u das Jahr 
desselben (mit Hinweglassnng der ersten beiden Ziffern 18) bezeicbnel: 

im jtdiamecken Kalender 

Tom 1. JaM.^29. Febr. ?am 1. Min-^Sl. Oec 

MI gr^orimnUchen Kalender 

TOM 1« iiB.'— 29. Febr. Tom 1. Min— Sl. Dec. 



[■+(7)+"+' | 



18. Beispiele. 

Shakespeare ist am S3. April 1564 geboren nnd ao demseUben 
Datum im Jahre 1616 gestorben. An welchem Wochentage. 

Hier ist filr den 88. Aprfl aus Taf. I. ms6. Mithin, da beide 
Tage dem julianisdien Kalender angehören : 

fS» dm Jakr iS€4 ßtr dae Jakr 1616 




_— :^ 1 

7 



,.,. 



ein Sonntag. Es ist der Sonntag 
Jnbilate, da Osten daaab auf den 
%, April tnH 



ein Dienstag. Bs ist der IKeastag 
nadi JubilatOi da Osten a. SL dsh* 
mals auf den 31. Man inL 
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17. Zwdte Aofgibe. Weaii MoBatftag und Wochentag gege- 
ben sindy innerhalb einea beatininiten Jafarbnnderts 
naeb Cbr. Geb. die Jabre zu finden, in welchen jene 
znaaniBientreffem 
Es aei daa (#-)*l)8te daa in Rede stehende Jahrhundert, welches ge- 
rechnet wird von ersten März des Jahres 100# bis zuai letzten Febr. des 
Jahres 100 (^-f^X ™^ ^ ^^ ^^ ^^ gegebenen Wochentages (för den 
Sonntag, »1 u.s.w. f&r den Sonnabend, aas?}; so nehme aan aus Taf. I. 
ftlr den gegebenen Ifonatstag das zugehörige n und bilde: 



Kahnier 



M ST^nr. Kalender 



ud fCr das gegenwärtige Jahrhondert 



nehaie dann gleicherweise in beiden Kalendern, fär ein Datum 

TOm ]• Jan. bis 29* Febr. vom 1. März bis 81. Oec 
aus Taf. n. aus Taf. III. 

für i die zugehörigen vier Zahlen, durch c bezeichnet; und addire jeden 
dieser Werthe' von c zu jeder der Zahlen 28, 56, 84 (der letzten nur, 
1) wenn c<16; 2) wenn c=s 16 uod der Monatstag vor dem ersten März 
liegt). So sind sowohl jene aus Taf. II. oder III. entnommenen Zahlen, als 
auch die so gefundenen Summen, jede zu 100# addfft, die gesuchten Jahre. 

18. Beispiele. 

1. Wann trifi im gegenwärtigen Jahrhundert nach dem gregor. 
Kalender der Tag der heiligen drei Könige (Jan. 6) auf einen Sonntag? 

Hier ist Ae»l, sodann aus Taf. I. «sl; also ^s=(^:iyt^)ss6. 
Aus Taf. IL erhftlt man für ^s6, folgende Werthe für c: 

5, 11, 22, 28j 
and diese addirt zu 28 : 33, 39, 50, 56 

zu 56: 61, 67, 78, 84 
zu 84: 89, 95. 
Dies sind die gesuditra Jahre von 1805 an bis 1895« 
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ist 4* P*PT| zur Kirchenreckmotg. 

2. Wann trifft im g^anwartigen Jahrfalmdert nach den gregor. 
Kalender das Weibnachtafest (Dec. 25) anf einen Sonntag? 

Hier ist A ss 1^ sodann ans Taf. L it=s 5; also ^ss K^j ) ^ ^* 

Aas Taf. in. erhält man för jss3 folgende Werihe för c: 

3, 8, 14, 25; 

ond diese addirt zu 28: 31, 36, 42, 53 

m 56: 59, 64, 70, 81 

zu 84: 87, 92, 98. 
Dies sind die gesuchten Jahre von 1803 bis 1898. 

19. Dritte Aufgabe. Berechnung des Oaterfestesu 

1. Allgemein, im ßitimMeken Kalender. 
Em sei die Jahreszahl t, ao bilde man : 



(Ä- m- 



und gehe mit diesen Werthen von m und k in Taf. lY. ein; so giebt diese 
unmitteUbar das Datum des Osterfestes. 

S. Im gre^oriamschen Katet^der, filr das 16te bis 19te Jahrhundert. 

Bs sei ti das gegebene Jahr eines dieser Jahrhunderte (mit Hin- 
weglassung der beiden ersten Zittern}; so bilde man: 

ffir 1583 bis 1599 für 1600 bis 1699 

und gehe mit diesen Werthen von a ond k in Taf. V. ein; 

fär 1700 bis 1799 för 1800 bis 1899 



:'-r),=. ^4 




uad gehe mit diesen Wertben von a und k in Taf. VI. ein; 

«0 giebt jedesmal die Tafel unmittelbar das Datum des Osterfestes. 
Diese Tafeln sind mit Vorbedacht so eingerichtet, da(s för das sie* 
benzehnte und neunzehnte Jahrhundert n. St, wie für den julianiscben 
Kalender überhaupt, der Zähler in der Gleiebüng für a nur ein Glied, in 
der Gleiohnng für k nur zwei GUeder enthalt. 
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80. Beispiele. 

Im julianischen Kalender. 

U Für das julianische Osterdatnni sind sebon oben (S« H, 1) einige 
Beispiele nach $. 19, 1. berecbnet; nebmlich das Osterfest der Jahre 141, 
149, 143 n. Cbr. 

9. Auf das Pfiogstfest des Jabres 431 war das dritte öknmeniscbe 
Concil nacb Epbesns berufen. Auf welcbes Datum? 

Fär das Datum des Osterfestes bat man, da 1 5=431: 

, = (-), = „ * = (^fi),-e, 

also aus Taf. IV. Ostern am 19. April. Demnacb Pfingsten 49 Tage 
später, am 7. Juni. 

Beide Tage werden bemerkt von Petavius TkeoL dogm. T. IV. 
Par. 1650. f. lAh. I. c. 8. S-1- P^&9. Chr. Lupus Opp. T.II. Venet 
1724. f. p. 8. coli. Garnier Marti Mercator. Opp. T. IL Par. 1978. f 
Praef. p. XXIV. XXIII. Pagi Critic. a. 481. n. 11. 12. T.II. Colon. 
Attobr. 1706. f. p. 229. Sam. Basnage Amal a. 481. n. 6. T.III. 
Raferod. 1706. f. p.849. TiUemunt MAnoires p. s. ä FAist. eccles. 
T.XIV. Par. 1709. 4. p. 877. Walcb Bietorie der Ketzereien Th. V. 
Impz. 1770. 8. S. 462. ^. XXVII, I. Anm. 1. Der sonst so genaue Mann 
hat sich aber Ebendas. g. XXVI, IIL Anm. 1. S. 469. Tersehen, indem 
er den 7. Mai als den Pfingstag bezeichnet, an welchem das Concil er- 
öfiiet werden sollte. 

Dab Pfingsten in dem Jahre wirklich am 7. Juni gefeiert ist, läfst 
sich actenmabig darthun, — jedoch nur auf einem Umwege, wodurch die 
einfache chronologische Frage Interesse erhalt, das um so gröber ist, da 
die aof jenes Fest bezogene Bröfinung des Concils vermöge des Zeitpunkts, 
ia welchem sie erfolgte, von entscheidender Wichtigkeit für den weitern 
V^laaf der nestorianischen Streitigkeiten ist, die auf diesem Concil erle«- 
digt werden sollten. 

Es hingt alles ab von dem Tage der Ankunft der entgegengesetzten 
Partheien, der ägyptischen unter Cjrillus, Bischof von Alexandrien und 
der morgenlandischen unter Johannes, Bischof von Antiochien. 

Folgende chronologischen Data ergeben sich aus den Urkunden. 






^ost.t.»- ,^, ^^ ,0, «^ 
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Unter dem 19. November. 480 beriefen die Kaiser Theodoeios IL 
und Valentinian 111. ein allgemeines Concil nacb Ephesu^ sieb zn ver* 
sammeln tuteh dem nächsten Oeterfeet, mn hMgen PfingeUage. Diesem Ans» 
schreiben an die Metropoliten ist erhalten in den Acten des Concils. Mmnsi 
CancU. nov. et ampL Collect. T. IV. (p. 1129. C) p. 1113. C. UL UUL 
T. r. p. 63». B. 

Nestorin s, Bischof von Constantinopel, der es am n&chsten hatte, 
traf jfMch nach dem Osterfeste in Ephesns ein, wo er schon viele Bischöfe 
versammelt fand. So erat Bist, eceles. IM. VII. e. 84. ei. Beadmg. 
p. 388. vergl. Evagr. EBst. eceles. lAh. I. c. 8. p. 268. Liberat. 
Breviar. e. 6. Mansi T. IX. p. 686. C. 

Cyrillnsy Bischof von Alexandrien, kam nodk vor Pfingsten in 
Ephesns an, wie er selbst sagt ep. ad quosdmn de den Canstant. Mansi 
T. IV. p. 1889. C. vergl. Evagr. Bist eceles. Lib. I. c. 3. p. 863. 

Juvenalis, Bischof von Jemsalem, der znr agjrptischen Parthei 
hielt, traf erst iIm 5. Tag nach PfingUsn ein. Socrat B. e. IM. VIL 
^ c. 34. p. 383. 

Nestorins ftnfserte n*di im Privaigesprach mit Bischöfen der ägypti- 
schen Parthei : „ein Kind von zwei oder drei Monaten nenne er nicht Gott ^, 
drei Tage vor dem Concil. Conc. Ephes. relat. ad imperat. Mansi T.IV. 
p. 1840. B. Anf diesen Vorgang, indem man ihn mit Unrecht für öffent- 
lich nahm, bezieht sich die Angabe späterer Griechen, das ephesinisdie 
Concil (das erst am 2S. Jnni eröffnet wurde) sei am tO. Juni zusammen- 
getreten. Theophan. Chronograph, p. 77. C. ed. Bonn. Vol. I. p. 138. sq. 
Nicephon Bist, eceles. Lib.XiV. c. 34. T.II. p.618. D. 613. B. 

Als Cyrillus beschlossen hatte die Versammlung zn eröffnen und 
den Nestorins znr Theilnahme aufforderte, mn Tage cor der wirkBcAen 
Eröffnung, Conc. Ephes. relat. ad imperat. Mansi T.IV. p.l837. B.; 
an demsefben äbergaben 68 Bischöfe eine Protestation gegen die Eröffnung 
der Kirehenversammlung vor Ankunft des Johannes und einiger abendlftndi- 
scheu Bj&chöfe. Sgnodie. c. 7. Mansi T. V. p. 766. A. 

Unter den Protestirenden sind auch Alexander Bischof von Apa- 
mea und Alexander B&M^hof von Hierapolis: ihre Unterschriften a. a. 0. 
p. 766. Ä. C. Sie waren von Johannes voraufl^saudt, in dessen Anflrag 
sie, dach dem Vorgeben des Cyrillus, diesem anheimgegeben haben sollen, 
ohne länger auf ihn zu warten, zur Sache zn schreiten. Wenn aber zn- 
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gleich «»gesagt wird, sie seieii iS Ta§e nach dem festgesetzten Zeitponkt 
angekommeD, Conc. Ephes. ep. ad CaeUstin. Mansi T.IV. p. 1382. B. 
Cyrill. Apalog^i. ad TAeodos. IM. T. V. p. 941. A.'}, das ist, wie 
gleich bezeigt werden wird, am Tage der Eröffnung des Concils durch 
Cyrillus (M. Juni)) so steht dies mit ihrer Unterschrift yom vorigen Tage 
in Widerspruch: — so dafo in der Angabe des Cyrillus ein Fehler sein 
mulflu Das ist auch die Meinung vonTillemont Mem. T. XIV. p. 764^ 
den Walch ERst der Ketzer. TLV. 8.476. f. mÜsrerstanden zu haben 
scheint Dadurch tritt in chronoiogisdier Hinsicht der Vorvrurf einer simu- 
lirten Beschönigung, den Walch gegen €yrillus erhebt, au(ser Kraft. 

. Nichtsdestoweniger eröffnete CjriUus die Versammlung vor Ankunft 
der morgenlandischen Bischöfe. Das Datum dieses entscheidenden Tages 
ist auf dreifache Weise angegeben: in dem Protokoll selbst X KaL Jaüae^jj 
s. Cone. Ephee. Act. L Mann T. IV. p. 1124. ^'*') laL T. V. 
p. 699. C, ebenso in der Protestation des kaiserlichen Commissarius Can* 
didian von demselben Tage ^fnodic. c. 9. Ibid. p. 772. A.} sodann der 
99. Juni nach dem rönasehen Kalender, in dem Synodalscbreiben an die 
Kaiser, Manei T.IV. p. 1937. ü.'»'); endUch der 98. Payni nack dem 
alexandriniecAen Kalender, in den Briefen des Cyrillus ^. ad quasd. de 
clero Conetanün. p. 1999. D.^* "") ep. ad clerum populumque Aiexandr. 
p. 1941. D. — Von dieser Yersamndung ward Nestorius entsetzt an dem- 
selben Tage : das Datum, der 99. Juni, in dem Synodalschreiben an Nesto* 
rius, „den neuen Judas*' p. 1998. A. Den 28. Juni als Datum dieser Ver* 
handlungen nennt Socrat. R. e. lAb. VII. c. 34. p. 384. 

Zugleich erfahren wir^ data dies 16 Tage nach Pfingsten, dem fest- 
gesetzten Eröffnungstage gewesen ist: zuerst aus dem Protokoll dieser 
Versammlung durch die Aussage des Memnou, Bischofs von Ephesus, 



^) Conc Ephes. ep.: fA9&* ^pigwf Hnuii^nivtiv nQoiifafiw %i99Q %m¥ evr 
awf intOHonw^, ut^TQonoXlraidvo. Cyrill. Apolog.: ^nrijs y^Q in\Ji9na%ri¥ itaye- 
popiv^e VM'iQt^s» 9K0V tivss fi^oXis t£p ovv av%ä, tmv aXkmv ol ngovxo^^^Qt f^tgo- 

^ Der Anfang des Protokolls ist in die Acten der ephesinischen R&Qberaynode 
(449) und von da in die Acten des chalcedonischen ConcUs (451) äbergegangen^ aber 
out abweichendem Datum* Conc. Chalced. Act. I. Mansi T. VI. p. Sn. A.: %ij ngo 
i^isna siaAo9^#o»i^ Avyavfnwv, ^tg ie^l suf ' At/vmlovs 'Enupl ufj : beidies der n. JoU 
statt des Juni. 

^ ') npo 9ina w»Xa¥(iw¥ *IovXlmy. ^) hf %y ^Wp? I^V^^S *fov¥iov d^wiga %a\ 
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Mmm T. IV. p. 1199. D}^ «) lat 21 V. p. S38. Ä.f diewlbe Aussage nit- 
getheilt tob Evagrias A €.IAb.L e. 4. p.$64. (wiewohl er selbst IM. 
p. $68. 16 Tage ühlQ. Eben so faeifst es ia dem SynodalscbrribeD iM 
die Kaiser, Mansi T. MV. p. 1837. A. (zweimal) '' ^) aod eioem spatenii 
p. 1461. A. lat T. V. p. 651. D. 668. D. and in dem Sjnodalsehreiben 
an den röm. Bischof Calestinos, T.IV. p. 1888. A}'""). Oe^Ieichen in 
Cyrilli ep. mi. quosd. de eler. ComImU. p. 1889. C. 

Ibas, späterhin Bischof von Eklessa kam po9t duoi diei iamniH 
tionh Nestorü %n Ephesns an, wie er selbst sagt ep. ad Marim in Cone* 
Ckaiced. Act X Manei T. VU. p. 848. C. a«eh in FacmU. VenmmL 
Pro drf. trimm eapitlAk. Vlh c.8. GaUand. Bibt. Patr. T.XI. p.784. 
col. 1. D. Wenn man ans einer Steile eben des Faenndns') den Schlnis 
gemacht hat, Ibas sei gar nicht sn Bphesns gewesen j so zeogt der Zo- 
sammenhang derselben (s. auch a« a. 0« eol. 1. D. eoL 8. A^ vielmdur 
für das Gegentheil, yergL Garnier MarnMercaL Opp. T.lh p.8S8. sf. 
Lnpns Opp. T. VII. p. 80. cot. 8. sf« Wenn aber, wie ans dem Zu- 
sammenhang im Briefe des Ibas henrorxugehen scheint, Ibas gleichseiiig 
mit dem Bischof Johannes angekommen ist; so mn(s wohl die Zweizahl der 
Tage ein C^edichtnilsfehler (nicht eine Lflge, die Garnier ihm Schuld giebt) 
sein, da die qiatere Ankunft des Johannes keinem Zweifel unterworfen ist. 

Johannes, Bisdiof tou Antiochien, an der Spitze der morgenlandi- 
schen Bischöfe, der durdi rerschiedene Umstände zurückgehalten war, hatte 
nach einer ununterbrochenen Beise von 30 Tagen seine nahe Ankunft dem 
Cyrillus, die Verzögerung entschuldigend, angekflndigt: damals hatte er 
noch 5 oder 6 Tagereisen Tor sidi, wie aus dem Briefe selbst erhellt bei 
Mansi T. IV. p. 1181. B. Dieses Briefes, den Johannes ponlue m eexta 
maneione geschrieben habe, gedenkt Liberatus Breviar. e. 6. Mond 
T. IX. p. 666. E. — Zwei Tage vor der Versammlung schrieb Cyrillus an 
Johannes, die ganze Synode warte auf seine Ankunft, Episcop. Orient, ijp« 



^»JO dno t^s dfUffjurijQ nQoS^eofAiac nag^l&ar ijßiifui iinaii. *) /Mira dh ^9^ 
uaii^ Sias ilffA^pag dno v^ß iyiaQ n9¥%finoa%^Q doi&fkovf^pujs ovr€nf^9tijaafi$¥ %ijw 
rnngoMiP* ^ ^^ vnegi&ifiB&a %6 cvpüqiov fuvd %iJ¥ OQiad-9loa¥ lif^iga^ ti/s dyiag n9P%ii^ 

^) Facund. /• e. Üb. vtl. e. 8. p.73o. col. 1. A.: Ibas autem wm inferfidt 
Sphenno conciüo, in quoNewtorius eMtdammäus: d. h. er war nicht bei jener ersten 
Versammlung der ägyptischen Parthei, wie er ja selbst sagt, daft er zwei Tage spie 
ter gekommen. 
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«1 m^ßenO. Mamm T. IV. p. ii7$. C; — woranf den Cyraius kund 
wvdo^ dafir die ■orgeoUbidiwIieii Biadiöfe nodi S Stationen entfernt wiren, 
Bpiecop. Orient ep. ai nyitMM p. 1977. E. 

ISMkk tnt Johaanoi, nachdem er von jkntiocbien hia Epheans za 
Lande 40 Tagerdaea snrickgelegt hatte (Epiacop. Orient. qß.€uLimp€ria. 
Mmui T.IV. p.ii79. EOf in Bpbeana eia: 21 Tage nack dem featge- 
aetsten Teraiitty Umt dea fifjnodaladveibeas an die Kaiaer Toni 1. Jq1i\ 
p.1494. B.^)i w o ga g e n in eineni apatem Synodaladu^ben an die Kaiaer» 
p, i4$LA.^) Ton 9t. TügM Yerapitnng die Bede iat Er hielt ateheaden 
rafiwa iCovLe.l^^\o:ep.miCaäluSn.p.iaa9.B.) eine VeraaaualBBg der 
norgeaUUidiadien BiaehöfiSy in der CyriDaa nnd MeamoB oniM^ wnrdea. — 
IKea war 5 Tage nach der ron Cyrill gehaltenen YerMaunlnngi wie «i 
Anfimg jener «weiten YeraannBlnng Candidian aoaragt, in den Act canäSa^ 
Mi X^iee. p. 19$0. H.')» der aelhet in der ernten VeraaaiBiIang nnter 
Clyrilhia vergebena daranf g e drangen hatte, auui »dge nur nock 4 Tilge 
anf die Ankunft der nK>rgenlindiaehea Blsohöfe warten» a. adne Conieetaüo 
in den ßfpnaiie. e. 9. Mann T. V. p. 771. B. Fünf Tage nach Bnt- 
aetsang dea Neatoriaa aagt andi Evag^rina A e. lAh. L c. 6. p. 9S4. 
Oagegen Übt das Sfgnoiie. e. 11. p. 779. JL den Johannen poet hi^ 
imm ankoaunen, nnd hat «m Eiagang dea ProtokoUa der Ton demaelben 
gehaltenen Yeraaaunlang, p. 77t. B. daa Datum YL KaL JnL» den 2$. Jnnu 
Aneh Theophanea Chnmogr. p. 78. JL ed. Bann. Vol. I. p. 199. und 
Nicephorua ttBsL eedee. Üb. XIV. c 96. T.U. p. 614. apreehen von 
9 T^im*). Post Kimm heiCit ea bei Liberatna Breeiär. e.6. Mann 
T. IX. p. 990. JL -— AnfiMrdem erhalten wir nodi eine Beatuamung 
dea Wodieatagea oder vieiaiehr eine Orenze fibr denaelben. Am Smü- 
eieni Nae hmittag e (eaUoAo meruBe, inm jam aiveeperaeceret) war aehon 
fia Ahaetnuag * über den Cyrfllaa und Heamoa ansgeaproohea nnd Oberali 
nageaddagenj demgemib Johannen» da er erfahren hatte» fieae von ihn 



m. 



ti^ ij4a¥ w¥9ßakne ev¥e9eiß M Aeoi m} f$la¥ iffU^p /Atta ^ijp M^/U- 
pi^ n^e999f^a¥. 

JmL im. T. V. p. 054. Aj. naen d«r ^i. vet. Ihigeyen abweidiend p. 9IS9. D. nadi 
dar ed. Bmsil.: po$t vieeeimum Sem praeetiiuH tenrnm. 

^ Taeophan.: ^a&§p fHta tQBjß 4fHfi»e *I\t)nvyjjs. Nicephor.: vüJiffijemc 
Cn\W$ JounMil 4.M.M. HOL Hft. 2. 18 
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eii(setzten Bischöfe wollteo am folgeiKfen Sonofage feierlichea GoUesdieust 
halteo^ den Candidian selirifidiGh aufforderte, sie daTon abznfialten, a. das 
Protokoll aber das Resultat dieser Yerbandluugen io dem SjsfnoHe. c. 19. 
Mann T. F. p. 774. A. D. 775* A. fS» ist kaum za bezweifeln, dafo 
dies der nächste Sonnaheud nach der Absetzung des Nestorius gewesen 
ist: erstens, weil die ägyptische Parthei am Sonnlage nach Eröffnung ihrer 
Synode das Abendmahl wird feiern gewollt haben; zweitens, weü Ton 
der morgenlandisdien Parthei, die um £e SSeit dieses Sonnabends mufa 
angekommen sein und den Gyrithis sogleich entsetzt hatte, diese Absetzung 
eben erst und nicht schon seit einer Woche ausgesprochen war, wie wohl 
deutlich aus dem angeführten Protokoll hervorgeht 

Um nun hieraus das chronologische Resultat zu ziehen, so ersieht m^n : 

1) Cyrilltts hat das Concil eröffnet am X. Kai. JuK ss 28. 
Payni =22. Juni. Alle drei Angaben stimmen mit einander, da der wate 
Payni stets auf den 26. Mai trifft — Wenn Socratea den 28. Juni nennte 
so hat er höchst wahrscheinUch nur das römische mit dem ägyptiscbeD 
Datum verwechselt, oder vielmehr beide Monate, Juni und Payni für iden* 
tisch genommen. 

Der Wochentag des 22. Junius im Jahre 481 n. Chr* ist nach 8* I&9 f -^ 
da #s=431 und aus Taf. L ifi=3: 



= (!ü±(fkt!.) 



2, ein Montag. 



2) Was die Epoche der Ankunft des Johannes und der von 
ihm gehaltenen Versammlung betrifft: da diese 21 Tage nach dem 7. Juni, 
dem festgesetzten Eröffnungstage, — wie gleich erläutert werden soll — 
erfolgte, so kann sie nicht firüher sein, als der 27. Juni (sind volle Tage 
gezählt, so ist es der 28. Juni); und da sie 6 Tage nach dem 22. Juni, 
dem Datum der Versammlung unter Cyrillus, erfolgte, so kann sie nicht 
später sein, als der 27. Juni (sind laufende Tage gezahlt, so ist es der 
26. Juni): später auch deshalb nicht; weil der 27. Juni ein Sonnabend ist, 
und zwar der Sonnabend nach der Absetzung des Nestorius. Bieraus fo^t, 
daf8 Johannes Bischof von Auliochien am Sonnabend den 27. Juni 
Vormittags zu Ephesus angekommen ist, da er denn sogleich eine Ver-^ 
Sammlung der morgeniäudischen Bischöfe gehalten und die Häupter der ägyp- 
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tischeu Parthei abgesetzt hat: worauf die weitem Ereignisse des Sono-- 
abends 9 wie vorhin erwähnt, vorgefallen sind. 

Ich verwerfe also einerseits die Angabe der 28 (statt 21) Tage 
von dem festgesetzten Tage bis auf die Ankunft des Johannes in dem Spal- 
tern Synodalschreiben, die nicht nur mit der frühem Angabe derselben Syn- 
ode, sondern auch mit der zu Protokoll genommenen Aussage Candidians 
in Widersprach ist. Auf der andern Seite ist oflfenbar unrichtig die An- 
nahme einer Differenz von nur 2 oder 3 Tagen zwischen der ägyptischen 
Versammlung und der Ankunft des Johannes in Schriften des sechsten 
Jahrhunderts: ihre Quelle, ist wahrscheinlich der erwähnte Aussprach im 
Brief des Ibas ; auch mag sie aufserdem auf einem falschen Schluls berahen 
aus der Nachricht, dais Johannes nodi drei Tagereisen von Ephesus ent- 
fernt gewesen, vergl. Syneüc. e. 7. Ueberschrift. 3lanri 71 V. p. 765. A. 

Die Neuern sind über dieses Datum nicht einig, zum Theil mit sich 
selbst in Widerspruch. Petavius hat in der Doctr. temp. lAb. XllL 
T. IL Par. 1627. f. p. 780. den 27. Juni angenommen (wegen der 5 Tage)^ 
später in der Theolog. dogm. T. IV. Lih. L c. 8. g. 4. p. 40., wo er näher 
auf die Sache eingeht, den 28. Juni (wegen der 22 Tage). Dagegen ent- 
scheidet sich Tillemont Mem. T. XIV. p. 768. ^ der ausführlicher die 
Frage erörtert, lur den 27. oder 26. Juni (auch mit Rucksicht auf die Vor- 
fälle des Sonnabends). Aus derselben Rücksicht bezeichnet Lupus Opp. 
T. VIL p. 43. col 1. cf. p. 42. coL 1. Freitag den 26. Juni als len Tag 
der Ankunft des Johannes, bald darauf aber p. 66. c. i. Sonnabend den 27. 
Juni. Für Freitag den 26. Juni spricht sich Sam. Basnage aus Annal. 
a. 431. c. 20. 21. T.III. p. 350. (gegen Baronius, der den 27. Juni 
annimmt). Sonnabend den 26. Juni sagt Garnier Marii Mercator. Opp^ 
T.IL Praefat. p. XXV IL, durch ein Versehen, er meint den 27sten, siehe 
p. LVILf aber Salig De Bufyc/üan. ante Entgeh. Wolffenb. 1723. 4. 
p. 944. hat es ihm nachgesagt Walch Bist, der Ketzer. Th.V.S.49L 
erklart den Tag der Ankunft des Johannes für sehr ungewifs, es habe 
aber keinen Zweifel, dafs es entweder der 27. oder der 28. Juui sei. 
Sonnabend den 27. Juni hat Pag i Critic. a. 431. n,22. T.IL p.23L sq. 
Dasselbe Datum für das ephesinische Concil unter Johannes ist angesetzt 
von Fabricins BibU Gr. ei. Hart. Vol. XIL p. 638. und in der Art 
de venfier tes dates. ed. 3. 1783. f. T. 1. P. 2. p. 145. 

18 <^ 
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S) ÜMPnogstfestdieMt Jahre« ist gefeiert 16 Tage ror der Er- 
dfiniuig dee Concib dardi Cyriliosy die am 92. Joni, einem If ontag, erfolgte. 
Indem aian alao von da zwei Woohea and was darfiber ist bia auf den 
Pfingataonntag znrfldureehnety ao kann daa Datnm desselben kein anderes 
sein, als Sonntag der 7. Jnni: — - Ton wo bis som 22. Jani 15 Tolla 
Tage sind, wie Evagrias bat (vgL Lnpas Opp. T.IL p. 8. eoL f.)* 
während alle übrigen Aussagen, die von 16 Tagen spredien, laufende Tage 
(vergl. Pagi Critie. a. 431. n. i2. T. IL p. 2$9.^ zählen. 

Dieses nun gilt suinäcbst nur Ton der Feoer des Pfingstfestes nadi 
alexandrinisdber Rechnung, in der griechischen Kirche. 

Stimmte in der lateinischen Kirche das Datum damit Aberebit 

Nach dem altem 84jährigea Cjdua äfbt Latdner allerdings nicht, 
da ihm zufolge im Jahre 481 Ostern auf den lt. AprO Qu. Ideler ü^uM. 
der Ckranot. Bd. U. & »5i.\ also Pfingsten auf den SLMai tra^ — ehie 
Woche firflher, als nach alexmidrinischer Bechnung. Wohl aber nach der 
wahrscheinlich durch Prosper Aqaitanus vorgenommenen Verbesserung je-> 
nes Cyelus (n.. Ideler a. a. O. 8. 27i.^^ die wahrscheinlich damals in 
Kraft bestand. Und gerade die Ereigaisse dieses Jahres C^l) dienen 
dazu, die letztere Wahrscheinlichkeit zu b e stät i g en. 

Was die Theilnahme des Abendlandes an dem allgemeinen Condl 
zu Ej^esus betrift, so war in der nordafricanischen Kirche na» 
BMntlieh Augustinus, Bischof von Hipporegius, vom Kaiser dazu einge- 
laden. Der aber war sdion Teestorben, als das Schreiben ankam. So 
nahm denn CapreoluSy Bischof vonCarthago, die Berufung anj aber die po* 
litischen Verhidtnisse unter den Vandalen hinderten den Zusammentritt einer 
fifTUode, welche Abgeordnete zum Concü wäUen soUte. Capreolos sanAe 
alm nur srinen Diaeoaus Besabs mit einem Schr^ben an das epheaiaisdie 
Concil, in weldiem erwähnt wird, das kaiserliche Besorg wA erst tn dfe* 
AairPwcAoe angekommen. CapreoLif.M?MiMULX>Aaf. beiifMmT./F» 
p. i2i0. A. 

Von Seitender römischen Kirche aber mradiienen auf dem Con- 
cil als Abgeordnete des Bischofii Cälestinus die Bisdi6fe Arcadius und Pro» 
jet^ns mit dem Presbyter PhiUppus. Das Commonitorium des Cälesttnoa 
ftlr dieselben ist unter dem 8. Hai 431 ausgefertigt, bei üfoiMt T. IV. 
p. S66. C. Aufserdem sind noch andere Schreiben des römischen Bischofi 
in Sadien des ephesiniscben Concils vorhanden : an den Cyrülus vom 7. Hai, 
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p. i999. D., u das Concil a^bst Tom 8. Hai, f. i9S7. B. and an den 
Kaiaer Theodoahia Teai 16. Ifai, p. i29i. D. Jene Abgeordneten kanten zu 
E^heana an und traten aogidek in die Yersanunlang der agyptiachen Par- 
thei ein 9 am 10. Jnli (VI. Id. Jol., nach den A^^yptem am 16. Bpiphi), 
lant dea Protokolls Ctme. Eph§9. Act. U. Mann T. IV. p. i$80. D. 

In allen dienen Aotenatfldken und Yerhandlnngen aber ist keine 
Spur eraiditlichy dab das Oaterfeat^ demnach auch daa Pfingatfeat dieaea 
Jahres im Abendlande m anderer 2Seit, ala im Morgenlande gefeiert wer« 
den: eine Diiferenz, die doch wohl zur Sprache kommen mufirte, wenn der 
Kaiaer daa Concil auf das Pfingstfest dieaea Jahres berief Ein Grund an- 
zundwieny dab aie nicht vorbanden war. 

Da nun das nächst Yorhergehende Osterfest, welches nach der An-^ 
Ordnung des Cyclus durch Prosper em anderea Datum erhalten hätte, 
10 Jahre früher ist, ha Jahre 4SI (In welchem nach dem aUem 84jihrigen 
Cjdua der 8. April, flbereinstinunend mit den Alexandrinern $ nach Prosper 
der 10* April der Ostertag ist), Prosper aber kaum frflher als 4S0 aeinen 
Cyclus herausgegeben hat, vgl (van der Hagen) ObservaL inProtperi 
AfmU Chrtmic. AmsteL 1733. 4. p.91€: mUaa etkmPro9pen koc pernio 
Ht, ut drea ammm CkrisH 430 ^ehm nmm jmn eüderU. ef. p. 180.$ — 
so wird wahracheinlich, dals im Jahre 481 zuerst die durch Prosper ge- 
gebene Anordnung des 84yahrigen Cydos, in der Abweichung von dem 
bidierigen Osterkauon, die sie herbeiführte, in Kraft getreten ist. 

Im ßiUmUseh^n und gr^orkum^m Kalender. 

9. Es wud daa Osterfest des nächsten Jahres 1848 im alten und 
neuen Stil gesucht. 



Hier ist 

imJuSan. Kalender 

da t a 1842, 



m gregor, Kalender 
da « S8 42, 

-a— 



(üf^),.. ,.pm,.. 



Also tau Tat IV. das jnliaD. Oster- 
fost an 19. ApriL 



Also ans Taf. VI. das gregor. Oster- 
fest an S7. Bfarx. 
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31. Vierte Aufgabe. Wenn das Datam dea Osterfestes gegeben 
ist, dieJabre zvl finden, in welcben esauf jenesDatnm trifft. 

1. Nach der oben S.12^ !• gegebenen allgemeinen Formel (XX VF) 
fir den joliauiscbeu Kalender läfst sieb leicbt eine Tafel entwerfen mit 
den Argumenten a und c; vodnrcb man unmittelbar bis eom Jabre 532 
dnrcli die aus dem Osterdatum berecbneten Wertbe von a und c das en(- 
sprecbende Jabr findet. Da sebon Lambert BerLAstr. Jahrb. für 1778. 
Th. IL S. 220. vgL iSL 222. eine solcbe Tafel gegeben bat, so wieder* 
hole icb sie bier nicht 

2. Hiemächst werde die Aufgabe so bestimmt, dafis innerhalb 
eines gegebenen Jahrhunderts die Jabre (6r das Osterdatum ge- 
sucht werden« 

Die Tafeln VIL und Vllf . dienen cur Auflösung derselben : für den 
julianischea Kalender allgemein; Obt den gregorianischen vom 16ten bis 
zum 82sten Jahrhundert 

Es sei das (s-\-i)ale das gegebene Jahrhundert; so dab von 100 # 
bis 100^+9^ ^i^ Jahre gesucht werden. So gehe man mit dem gegebe- 
nen Osterdatum, und /Sr den Julianiseken Kalender unter dessen üeber^ 
schrifk, für den gregoriamschen Kalender mit dem Wertbe von s in 
Taf. YII. ein, die unmittelbar nicht mehr als ^e (in den letzten sechs 
Tagen gar keine) Zahl giebt, welche a heiben soU. Auiser der man ab« 
noch die in den sechs vorhergehenden horizontalen Reihen derselben ve»* 
ticalen Reihe stehenden Zahlen ebenfalls als Werthe von a ansetzt Man 
nimmt sodann aus derselben Tafel den dem gegebenen Osterdatum entspre- 
cbeDden Werth von m; und bildet nun: 

far jeden Werth von a, {c^^^\ = a 

und 

im Julian. Kalender 



(£+1+2) » 



im gr^wr. MLalender 

-(t). 





Ä* 



wodurch man einen Werth von t, aber so viele a erhalt, als a Werthe 
hat Mit Tf und jedem Werth von a gebt man in Taf. Till, ein , welche 
unmittelbar in dem gegebenen (e'\^t)aten Jahrhundert das gesuchte Jahr 
giebt : fär jedes dieser Paare a und r ein Jabr, in vier Fällen zwei Jabre ; 
oder anzeigt dals ein solches in den Fall nicht vorkommt 
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22. Beispiele. 

In welchen Jahren seit der Kaienderreformatioo (1582) bis aism 
Jahre 1999 nach dem gregorianischen Kalender trifit Ostern anf sein frühe- 
stes (März 08), und in welchen Jahren auf sein spätestes (April S5) Datum? 

1. Ostern am 99. März* 

Für dieses Datum ist aus Taf. Ylf. m=34y und hat in derselben 
Tafel a nur je einen Werth^ mit Ausnahme des zwanzigsten Jahrhunderts 
(^=sl9)y in welcher Colunine zum 22. März gar kein a vorkommt^ ein 
Zeichen y dafis in diesem Jahrhundert Ostern auf jenen Tag nicht treffen 
kann. Für die übrigen Jahrhunderte hat man die Werthe von n: 



für 



demnadi 



^ == 15 



I 



^ = 16 



a t= 2 



( 



14vl5 + 2\ _ 



19 



1=3 



^(iifzpsil) 



— /t4.l6 + 2\ _ 



" = (^^tF-*i = " 



X 




"-{? 



m 



für 



17 



« = 18 



a SS 13 



dOBMCb 



14.174-1 



19 



t. 



p^^m.- 



__ /14. 18+13 



= ( 



19 



l 



18 



,.{ 



«•"-(t)+* 



-. 



93 



tf SS 61 



U es: 18. 



Mit diesen Werken von a nod t giebt Taf VIII. das Jahr 

3 
|98 

triß seit 1582 bis 1999 Ostera aof sein frähestes Datom nur in den 
Jahren 1598, 1693, 1761, 1818. 



{. 



2. Ostern am 25. April. 

Für dieses Datum ist aus Taf. YU. m = 5« Auch hier hat a nur 
je einen Werth^ (den man in der sechsten horizontaten Columne Tor der 



144 



4. Piper, «KT Kirchenret^UHg. 



Cdmoe dea 26. April findetX vnd swar: 



ftr « = 15 I » 

a s 13 
darwis folgt 
asl6 »'«4 
tf SS 54 



16 



as:9 «ss5 

•f s 66 



17 



I ' 

B 5 



18 



15 TssO 



aas 10 TOB 2 

« s 86 



« s 19 
= 5; 

s5 «'»4 

« a43. 



Das nate Jahr 1554 li^ nodi jenaetta der KalenderreforauUion , i 
deren Gnmdaitxen aber Oatera in dieaen Jahre allerdüiga anf den ti.i 
(na<A dem alten StQ traf ea anf den ti. Min) gefidlen aein würde. 
Sonach tiift seit 1582 \m 1999 Oatem anf sein apiteatea Oatnn noi 
den Jahran 1666» 1734, 1886, 1943. 
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VerbesseraDgen» 

3. 104 Z. 8 T. u. itt in lesen: Datum de« Oxterfestei und Pfini^tfeitea im Jahre 431 und Be- 
atinmBBf d«r Tage, an w«ld>» du UL ttniMniulie Concil tu Epktaw criffiwl 
wurdet — Datum dei Julian, und gre|or. Oaterfeftei im Jahre 1842. £ " 
I. Wan »röft Ton 1582 hi» 1999 dx » ■■■-.- . . * 

•te», wann auf aeiu «^testet Datun-f 
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148 5* Ofiiingtr^ Sb€r iU Zerlegung a^ArmiedUr Briieke in FartUXhüant^ 



5. 

Ueber die Zerlegung gebroehener algebrauclier ratio- 

naler Functionen in Partialbrüche. 

(Von Hetn Prof. OefÜNfir m fkdborg L Ar.) 

(FtriMliaat te MbüHt No.>. im TotigMi HtAt.) 



V. 

Um die Werthe der CoeflSetenten, wddw den PartialbrädieB sonoren, 
die darch Zeriegnag der Binonien MMefc«, an finden, gehen wir von 
foIceBdeni einfachen Felle 

aus. Es sei sn den Ende 

/* ._ ^« «I. . * -L ^« 



• • •• 

E^ , A^ , A, , A^ 



• • • • 



Durch YenrielfiMdMi adt dem Nenner der IV^mltit erhaMen wir 

Wird nuA 

dp — t es y 

geeela&t^ so ist ipsy-fi* SHlhrt mm diesen Wertfa statt w einy «ind be» 
merkt, dafo /'arssiBo+Bi^+^2^+ ••••4«^ iet^ so hat man 

r(y+») = »u+Äi(y+*)+i'»(y+*y+Ä3Ö +»)'+--»,(y+»)' 

Ans dieser Gleichung werden nnn die Werthe fiilr die E auf ähnliche Art 
gefiinden, wie die der ii gefanden worden. Zu dem Ende werden dfo 
Binomien, wellte in f (y+() enthalten sind^ entwickelt und nadb den stei- 
genden PotenMn von y geordnet ^ femer wird das auf der rechten SeRe 
des Gleichheitszeichens angeseigte Vervielfachen ausgeführt werden mfissen. 
Dadurch ergieht sich folgende Zusammenstellung : 



5. OtitiHger, uicr du ZerUgwig algtbrQtscher Brüche in Partiatbriidkt. 149 
8& So 

B,*' + f B.^^-V +^^^ ^'*"V + •.. + pÜ B.*V 



Werden nun die Yorzahlra, welche de m e lb e a Petemen von y sagehören, 
gleiohfMetet and die der Yertiedreihen anf der linken Seite de« Gleich- 
heitsMieben« der Kfiiae wefen dirch 

heieiduMt, ee eihitt num dnreh paa einCMAe fintwiekionf firffende 
ZnanMenateOag , welche dae Gesetz fiir die' Werihbeethnnraag des E 
enthtit: 



M. WD 



^Bnb* 



6" 






M-i 



El 



5" 6 t.2 6« 



>s« 



»Kl 



B, 



V* b 1.2.»* 



• •• • 



• • • • 



ii(»--t)....(«~H'0^d 

1.2....ft.&* * 




IftO &• Oettinger^ üWr dk Zerlegung iOgehraiiAft Brüdie im PorlJolMidkc. 

Diese Bildangsweise ist suiracklaofend. Aw ihr Übt sich darch Kiafiihnuig 
der frabem Werthe voo E in die eotq^recbendeii Glttcfaoiigfti folgende Dar- 
stelloDg gewinnen: 

....(-)»(Trii So »,*']. 
Die entwiokdte DarsteUang Ton (89) iat folgende: 

** ~" *» » 1.2 J»" 

« _ J>-f iB4&4. taB.t«-f .... »g. II (it— 1 ) g^ »(«-I) (»-2) g. 

''^ "" ft» r 1.2.i» J.2.3.fc« » 

die ans (90.) ist 

9«. E, = l[iB,-|-2B,*-}~3B,*» + ....-^(fl„H-fi.*-f-»,A'-H..,.)] 

Gm2; anmittelbar ergeben rieh hieraus die Werthe Ton E^. E.^ E^^ .«.«, 
wenn die Function 

—JfL— 

in Partiidbräcbe zerlegt werden solL Zn dem Ende wird in den eben gt-* 
fundenen Gleichnngen — b statt b na aetaben sein. Es ist hieraus 
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fS. B,^(^Y^S-y^'^ 



*" 



V "'■fr 






•»"=1 ;» j» -r 4 1.2.6* 



^ y *" ^ b 1.2.6» -r •••• 



.... ^ — ; jl/i ■ » 

...+(ty*s^(-)'».*']. 

Soll ä» FoDCtioB 



iD Partialbrache zerlegt ood solleo die Wertbe fär Boi Bt* ^a •••• ^^ 
stünint werdeo, so ergiebt «ich aof ähnliche Weise, wie die zur Darstellung 
TOfi (88.) befolgte, die hierzu nöthilge Entwicklung, welche so folgenden 
Cädehongen föhrt: 



W. JZ^=?^'* 






2' ^(^^*) ^ jx-2 



159 i' Otttinger, äher iU ZerUgung algOndaehar Brudk iH PmiuMriia». 
E,^{r-y j; ^-^ 0^*^+ 1.2.W ~ 

•••• (— ; -pr iT* 

•• •(-)*(t)^^'*'*'1- 

Wir weadMi an« bvb zur Beatanmq; dor W^ctte vod B», BiyB, ...., 
welche durck 22erlegaog 4er V*anotion 



io PtttialbrAi^ enlitolMii. Ist 
80 wird daidi Tervielfachen 

Wird hierin » — i^=»yf also «ssy-l-ft gesetst, so entstellt folgende Dar- 
steUnog: 

Werden die angese^ten Operationen aiugel&brt und die Verzählen, welche 
einer and deveeiben Potenz von y zngeböreo, gletdigesetiit, so ergi^ si^ 



5. OtUinger, uhtr iU S^UguHg migtirmtekir Briiehe bt Pwüalbrücht. 153 

HieraM eitwidkdB sieli vkm mit Zalehng des S«tees (9f.) folfrade Be- 
stniMi^feo: 

•••• V*' T — j — P •*•• "jEirjsy^'o 
/ i _JL. _JL. * \ 

Dweh BSiifillvaog der Werthe der frohen JV li die fehOrifea GlekdiiiiigMi 
ergiebt noh eine uabhiii|^ Bildoiyiydee, aeadidi; 

«» - ^'N w^«*^-(c^*+T)st.^:^i»,*-' .... 
f_i_ >JL. -1- -J_\ 

bt die Vuetion 



io PartialbriUAe «« aseriegeo, so werden die voratebenden Gleichungen die 
gewfloe^tea Dienite teilten» wenn iu iiinen —-b statt h und — ai, — «j» 
— <^ .... alatt «1, «ay Mi •••• gesefsBi wird. Hierdurch entsteht 

ff. *;,-(-)'+" g2S(-)'B> 

OnU«'« l«inul d.M. Ba.XXn. Bfl.% 20 



154 ip Oetiingtr, über diif Z0rtegung afgebpm9cher Brüche in PariMbrüehe. 



E, = i-r- ^ 2^(~r* 7? Ä. *-H (c'+ ^) E^ 



....(—; V T"^"^ 1.2 i;»~ + • • ♦ • -pr- • ji; *o ? 
100. Ä. « (-)'+-™[2:<~r'*B,*-«+(C» + ^)2o'(--)'il>] 

Ä, = (-r"|i'[:^'(-)-'^B,*-'+(c"+ J)s^(-.r»i-ll.**- 



Soll die Foncfion 



■ ■■■iw 



10 Paiiialbraclie verlegt werden^ so ergiebt sich durch eine ihnlicbe Ent- 
wickloDg;, wie die vorhergebe&den : 

toi. E. = £%M.' 

E, = (^^f^%*^B,b^-{c^^^)E, 

(r>» « C' ic(«- -1) ^ ,5, 



5. Oftiimger, üher die Zerlegung aigebrmucher Brächt in Pariimlbriiche, 155 

Fährt nan aafdieaoge^beue Weise fort, so ergiebt sich fiir die /^erlegung 

der Faoctiofl 

j£ 

folgende Darstellung, wenn die oben zu (69.) angegebene Bezeichnung an- 
gewendet wird: 

10». E, « -^j^_z^^ 



1 



C"S*V*^**"* 



/ t 1 _J i \ 

\* — o, ' 6 — «, ♦ 6 — «,' b—aj 

oder 



«0* 



IM Aw Oettimger, mbtr du Zeiitpotg wJe*raiaekir Brficftr im PmHMräeke. 

So wie die Coefficienten der PariialbrAobe, welche dveh Zerlegug 



JKaoniom («— §/ enMdiee, 



eneogt werden, so werden aocb die CWIeientea dsr PartiaÜbrAeiie, wdebe 
dareh Zeilegwg dee BinomionMi («<—«)* entatehen, »m e, k, p «nd » fe- 
Wonnen werden. Zeigen wir diese Ceeficienton dnrdi Hu Btt J7) •*•• 
an, m iadei ndi 

oder 

(-*-, -i-, -i- -i-). 

Geht Mui Mf dMi einnal beCrateneii Weg» wetter fort, so ergidbi 
sich Mckt folgendes mllgenieiiie Geeete, wodurch die Werflie der Coeffi- 
cieatee, y/nkkt durch Zerlegug der Binowien der IHmdkNi 

/« 

eateteheii, bestauK werden: 



107. -fi» = r-rrr: ~=^ — *^ 



»r*/'c * ^ _J i_ _JL_ *Y-iR 

''' \^' s.^ » i;;^» •••* bü^bZ^i' *«-w' ••••sir^:*:» ä;;^ ^*-* 
^'^C^' b;,zT,*ü=hi* —j;;:^:*;;^, '»;:=*;;;:;:' ••••n:^^/ si) '^ 



V*.— •,» **-«.' »*—•»* ».-«r^* 



6. Ott fing er, über dU ZwUgmg atgehrmsoher Brüche in Pariim»ruchr. 167 



BUr die Vaoctimi 

/x 

ergiebt lieb 

lOt. "JR es (— Y *- 



r-J— -- iL_ _.L_ _L_N 

V*--a.' *«-«,' i„-«.' •• «i,-a,y* 

Hierin ist »'=»r+;»i+f2..../»«.»+;»^4....;r,+ii und 



1 



(*-.--»i)^*"»'(**-*»H^)''*^(*»-*»H-i)'^(*-.-*.y * 



158 &- OettingfTf über die Zerltgung algebraischer Brüche in PartialbriUhe. 

Für die Fanction 

/x 

f{ar—x){b. — xY^ .... (*,— xy««" 

ist- 

111. "Kj = (— )* s ^ 5-^ 



» 

tift "»' —( M' (fe»-u'''"C' \^'^nh*-* 



> • 



f 1 1. 1 -^i^y 

Eiofiu^r werden diese Darstdlungeii , wenn die FauctioDen f{x±ar) wA 
f(ar — x) uicht in der zu zerlegenden Function vorkommen. Dann ent« 

steht au B« folgende Function: 

A 

und en ei|^ebt aioh aus (107. o. 108.) 



• z 



II-.1 



(ft^-6.)'' 2; TTu ß^ ^* 



* (frm - -«^t i''- (*m -^,f ' • • • • {b^-^sph";. 



m. 



—FC". -JBi.i — FC^ . '-Ui., — FC' . "Fi., . . . . — FC?" . -Fo, 

114. -F,- ^'--^-^" _rs;^'::'B.*^ • 

' {b„-b,r^yb.„-h^f (fr«-*,)"'*;»- * »**' 

/■_L_ 1 t 1 \ 

Vfc»— fr, ' frr,— fr» ' fr>»-fr, fr,— fr»>' 

u. «. w. 



5. Ominftr^ über die Zirkgung algthrmthir Brückt m PurtiaHniichf, |Sf 

Nim ist noch übrig, zu der aUgemeinen Form der ia 1. aad 9. vor- 
gelegten Fanction aufr uafeigeo ^ am die GleicbaDgen fir die Wertba der 
verschiedeoen E und 6 zu erhalten. Zn dem Ende geben wir von der 
Zerlegung folgender Fttnction aua: 

_ /^ 

Ka aei 

y*jp G^ I f?| 1^ Gf'^ i \ /fsa# 

50 ¥rird 

Wird hierin d->-x=iy und « = «1. — >- gesetzt, so geht diese Gleichung 
in fol^nde über: 

f(d-^r) =: B, + ü. (rf-y) + B^(4-xr + », («I— y)*> .... 
= [^o + e'.y + fi',y' + «,y»+ .... 

..^. + ««-iy'-1A<*+«^- y) A«— ^+yX<'-r)"+y*«P^«)- 

Werden auü f(d+ar — y), /Xf, — <'+y)> (4—yT nach den Potenaen vony 
entwickelt and mit der eingeklanuaerten Reihe yervielfacht nnd die Vor- 
zählen gleicher Potenzen von y ^^eichgesetzt, so ergiebt sich folgende V6r^ 
gleichnog : 

(«J+a„ rf+«i, ..•• rf+«,), («1—'^ ci^<i^ <?*—') 

Die Entwicklung giebt folgende Werthe: 
116. €»0 = ^s 



IM 6' Oettingtr^ uhtr dU ZerUgimg «^ « b r m i khtr BmtHw im FtrUtUntlk», 

a. «. w. Dm aUgemeiDe Geaete itoUt sich kiner ondl dMtlidmr ui Z^ 
cbeo dorch folgende Gleichug dar: 



»* ***"* B ^.^ ^r ^V 






0+^7» d+v;» •••• rf^Ti;)' Ct^» ^T^* **** v^^ 

Die mabhäogige BfldoBfiweise, weldie aidi Ueran ergiebt, iit folfMde: 

Soll die FmetioB 

^___ /« 



iu Partialbrüclie zerlegt werden, so sind die CoefficIeDten der Briche, 
welcbe sich auf die Poteozen des Binomioais {d^^xf besiehen, in folgeo- 
dem Cresetze enthalten 



&. Oettimgtr, üher die SlerUgung algehrakekn' Bruche im Pmttioilbnuihe. 181 

.118. «r, = (-.)»-_-^-£;^_[sj ^*Ä.#-» 
(d^F^» 5+^.* *•*' 5+i^» G;:^^» ^7^» •••• v^d)' 

Die Coefficienten der Brflcfae, welche rieh aof die Poteuen des BinomioBui 
i$-^9y bezieheo, «od in folgendem Gesetze rathalten: 

Werden diese Schlösse weiter fortgesetzt , so ergiebt sich hieraus leicht 
das BUdongsgesetz far die Coefficienten der Partialbrdche, welche doroh 

Zeri^jong der Function 

/f 

/(« + «,) («+ *,)''•....(»+ i. y*f{c^ - «) (d, - ar)* . . . . (d« ~ «)*» «» 

entstehen. Es ist in folgenden Gleichungen enthalten 

Wm — d«) ■• Ca C, 2» -jTf,- Bx di5r 

ISS. •© as ( ^^* ' ' 

* ^ ^(d»+6.)''»....(d«+6.f*(d,-d,)'.....(d,-d«)*-di 

'^ V— ^•'—djü+j:»— •» d«+ft. '^«»dr=d;'*—d^,-d«'d„+i-d.»' ♦•" 

••••dü^d»' dj "*-« 

OMIa't JmbmU d. M. Bd.XXII. Bft. l Si 



ICS &• Oetiingerf iib«r die Ztrlegung algtbraiteher Brück* tn Partimlbruehe. 

1*4. ^» - (— ) (d„^.jjp (d„-H.y* w.-rf»)*« .... cdu-d^y-drS^^i^^''^ 

— • ä::=z: » ~ dz) ^»-» ■p=^ *- ''^ 



u Mm "m' 



Soll die Fauctioo 

/* 

/(«—a,)y(x— fr, )''*/W—*)9>(«'u— «)*"«" 

in Partialbräche zerlegt werden , «o aiad die eottiprechenden Grö£seo nit 
den entgegengesetzten Zeicliea in (183.) und (184.) einzufahren. 

(rfm-rfm)*- c: cl Si ^^' B, dr * 
i«6. -ei = (— )* * 



{dn.—hj^ .... id„-b,f*(d^-d„f' ....(</„— d;»)'««/;;. 

»irr//' ^ L_ ___!__ r -li i - ^ 

""d;:;^d,'^ dj *'*-» 
~'^^v~'^-'~5;^»--*- d;;;^'*'*»d.-'d;»••••*.-,-d«'d«+i-d«'•••• 
18«. -6?» = (-)\d.-*,) (d._fr.y. (d,-d„/ (d„-d./M;: L^^iiüi»«^- 

1 V-,* z»-"-» 



• • • • 



1 * 1 ^* * El fr i 



-t-i* c v~^"""di;:^»— •.'~d;;;=&;''^"d,-d.'--dM-i-d»» d„+,pd,»—* 

••••d~d;*— s;)^^'*"] 
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Um nan auch das Bildungsfesetz der E für die allgeneioe Form 
dw Function 1 za gewinnen, gehen wir von dem besonderen Falle 

/fp 

ans. Es sei 

J^£ _:?o.„ 1 ?i 1 __^»__ j. ?E=1 4.fJjM) 

/(a?— Or)(a?— &)P/(c,— a:)x» ~ (x— fcjP ^ (x-*)P-»~ (a?— &)P-» ~ "•• x— J^'^^^"'' 

SO wird 

fs = [ßo+ ^1 (a?— ft) +^2 (a?— *)' + . . . . Ep.,(x—b)P-'} f{x—ar) /(c,— a?)a?» 

Wird hierin x — h^sy^ also Xi=ib-\-y gesetzt, so erhält man 

Äo+ÄiCr+*)+Än'y+*)'+ß»(r+*)'+ •••• 

Werden nun f(y'-\-b — «0», f{pq'~'^ — y)> (y4"^)'' oach den steigenden 
Potenzen von y entwickelt, mit den Gliedern der eingeklammerten Reihe 
vervielfacht, und die nütliigen Verwandlungen auf der linken Seite des 
Gleichheitszeichens ausgeführt, so ergiebt sich folgende Yergleichung : 

(Ä — Ai, b — O], .... J— a^), (Ci — b, Cj — b, .... r,, — d). 
Werden nun die uöthigen Entwicklungen gemacht, so entsteht in Rucksicht 
auf (39.) folgender Ausdruck : 

127. Bo='-^XB,b' 

21» 



164 & Oettimgtr, Sbtr ik Znhgmg mlgtirulacktr Briidke in PMitoOnteke. 

1. ■. w> Hienras folgt allgemein, io dea achoB bekannten Zeichen : 



oder 



»»-^^ 



Wendet buw nnn auf diese Auadräcke die Beaerkongen an, wdIdM «dioa 
früher in ähnlichen Fällen angewendet wurden, so fuhren ne xm folgen- 
dem allgemdnen Gresetze, durch welches die Werthe der E in dem al%»- 
meineu Sdiema bd Zerlegung der Fnaction 

/« 

bestimmt werden. Bs ist 



1_ IV -» 



5. Oettinger^ über die Z^rttgung atgibndseker Brüche in PartUdbrüche. 165 



jw/iz/rr» * 1 1 1 ^i 1 

HierMs ergebeu sich nun leicht die Werthe der E, wenn die Function 

/^_ 

/(x + Ar) 9 (« 4- ^* /**/(««—*) y (<'• — *)'" *" 
in Partialhrflche zerlegt werden soll. E« ist dann — ^i, — b^j •.*. -— 6«^ 

— 01) — tf]) .... -»iir statt b,^ bif .... &4) a^, o,) •••• ^ ^u setzen* Wer- 
den diese Werthe eingefikhrt, so ist ans den Gleichungen (189.) und (180.) 



1 IVb. 

(—>^FC\C,, ^-j^-y"" i;;^^:;;;:,^ äüT^*;;;? •— *;^7' ^*' 57+*;» -• 



1 iV»». 

••••5;;+*;;»*;;;:^ *"» 



19t. ^Ei = (— )l;n^ — —TT rr ". J^,. " .«. ^zrTr'Srö'l'^» "ffi» ("~")*^ ^**m"* 

• >> O«— ©X »m — ^»m-1 *»» — OaH-l *« — O, «i+*m 
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^r^r'(r' —— —1—- * ^ r^ ^J_ 

....^^,^JX(-fBJ- 

W-a/ ftm-a,' •••• i^m-a./ \d,'\^bj cf,+fc«' "•• i^.+Ä J ' 

Hierin ist v = r+pi+/^2+***«/^4 + ^ '^^ den hier gefoüdeneu Glei- 
chungen lassen sich nun leicht alle besondem Fälle ableiten, wenn auch 
ein anderer Zeicheuwecbsel dem Nenner der za zerlegenden Function zum 
Grunde liegen sollte. Kommen nur Binomien im Nenner vor, so fallen die 
Zeichen, welche Verbindungen andeuten, weg. Wir heben auch hier einige 
besondere Fälle hervor, um die Brauchbarkeit der gefundenen Gleichungen 
zu zeigen. 

Besondere Falle. 

Die schon unter IV* zusammengestellten Fälle legen wir auch hier 
zum Grunde, um die besonderen Formen einer Function, deren Nenner aus 
drei Facjtoren besteht, erkennen zu lassen. Einfachere Fälle sind schon 
oben milgetheilt. Wir geben die entwickelte Darstellung. Die Werthe 
für die A sind schon oben mitgetbeilt Die Werthe der Coefficienten, die 
sich auf das Binomium (x±äf beziehen, sollen durch E, die der Coef* 
ficieuten, welche sich auf (x — b)'f und (b — x^ beziehen, durch U und G 
bezeichnet werden. 

Für die Form der Function 

ergiebt sich aus (103.) und (104.), wenn a statt b und b statt c ge- 
setzt wird, 

_ B^+ B,a+B^a^+.... 

-^» ~ ' '{a--b)9.a^ 

9(7-1) 



/ <y(y-i) I q-ri , /i(/i— 1)\ 



oder 



5. Oettinger^ äher die Zerlegung algehraiscker Bruche in Partialbrüche, t€7 

g, B, +2g,a+3B,a*-f..„. Ba+g^a+B^a»4-. ..^/ y , n\ 

* " " (a — 6)9«" (a — b)<i<^ Vo__Ä T «/ 

E — Bi-t-3B,a+6B^a* 4- »... B,4.2£f,a+3B,o« + .. .. / g j. -^ 

* "~ (ff — fc)"?«» {a — b)ia'* K'a — b'^aJ 

■ Bo+B,«+B,a«4...../ 9(g + l) , q.n "i" +1)\ 

T" (o — t)fa» Vl.2(a + 6)»"»"(a— fc)a"''i.2'a» / 

„ _ B,+B,H-B,6«+.... 

"" ^ (b-afb' 

U __ B,+2B,H -3B, fr«+.... / p , «N» 

n _ B,-f3B,fe+ 6B« 6«-| / p , »Nw 

"' (6-a)P6» Vä=^ +*>'''» 

/ pfp — 1) . p.w -L ^f"— *A fy 

V1.2(*— «)» ■r(t_a)6T-i,2.*»/^» 

oder 

„ B,4.2B,H^B,fe« + ..., B,+B,H-g«>*+«»'Y P I "^ 

^™ (6— oVA» (ft — a)P6» ^—«"T^y 

W Bi4-3B,&-KB4fc*+.... B,-f.2B,6-t-3B,&« + ..../ p .■ w\ 

^ *™ (6— «)P6» (6 — a)?*» Vi — o"*" */ 

, g.+B,&+B,&«4-... / p(p+l) . p« , ii (n+l)\ 
T" (6— o)P*» \l.2(ft— a)»"'"(6— «)*'''i.2.6»/ 



Für die Form der Function 



*^* («+o)P(ar+6)Va:» 



ttt ans (109.) und (1 10.) 

■* — / A<Hti ^0 — B, g+B^tt* — . » . . 

HL =s ( ^o4■^g»— 3B,a+6B^a« — .... . / _g^ , n\ „ 
•^ — ^ ' (a — J)»«» ~\a — 6~ay * 

V1.2(a — fe)» ^ (a— 6)a "T" i:2".a»>'"'0 

oder 

IT, = (-)'+-(^5^[Äi-2B,« + 3B,a'.... 



168 ^ OetHmger, Shtr ik ZtrUgtmg •Hg * t f<M> i r BräAe in ParlUJMkhe, 

•••• +t?rj+ j)(Ä«-Ä.«+3a,a'....) 

"" '^ '^ (fc— a>P*" 

« — C— /* (fr - mY 6- +V*:::;;+ft;*» 

* « (— r*- — (j _ a)p*= +Vftt:;i+*;*^» 

Z ' P(P— <) I P» 4 "^"•"*) Vb' 

oder 

Ffir die Form der FodcUob 

185. ^^ 



1.2 



ergiebt sich aus (183.), weou — m statt a geaetet wird, 

\1.2(o+*)«^(a+*)«T^ 1.2.a*/^<» 

oder 



5. Otttingtr, ähtr üt ZtrUgtmg migthraisdktr Bruch« in FwrtMhruche. Iff 
B,+B,ft-fg,fc«4i.... 

"' (»4.a/*« VHhi + Ä^''^» 

\1.2(H-«)» "*" (*+•)* ^ 1.2.*»/^' 



Ffir die Form der FoBctioB 



186. 



(a— *y(6— «)'«" 

etgiebt sich aua (111.) u. (HS), wenn die gehörigen Wertbe eingeföhrt 
werden: 

V ^ B.+B,«-f-Bta*+ •♦« 

*»■= (6:^;i)?^? ♦ 

V „ Bt+2B,a-f3B,a«+.... / «^ «\„ 
*» == (ft-o)««- V*±i~ V 

\1.2(*— a)« (»-•)aT^ 1.2,a«/**«' 
CMto't JmMI & M. B4.XXIL HA. f. W 



170 5. Oeiiinger, über die Zerltgung olgthrmicher Bruche in Parfialbriiche. 

u^ = (^---fcTiJ; VT-:-! "*/''» 

/'_pO'_:iJ[) P» I w(n-l)\ « 

M.2(a — 6;* (a — *)fcT'r.2.fc*/ "* 

Fär die Form der Fanctioa 

I QW ifE. 

ist aus (199.) u. (130.), (125.) a. (126.): 



• t • t 




5. Oeitinger^ über die Zerhgung algebraiseher Bruche in ParHaOrüche. 171 

/ P(P- *) I P« . «(w — li\^ 

\ 1.2 (6 - •)« T^ (> — «) 6 T T:2:pr; «»0 > 

Für die Form der Fanctioa 

138. ^"^ 



(« + a)P(6 — ap)?sc» 

ergiebl sieh «os (137.), oder aus (131.) u. (138), (183.) n. (184.): 

Äi — (— ) (b+ä)n^ + ^+ « + 7>' ^ ' 

Iffa - (-) (b + a)fa* + ^4+^ + ä) ^^ 






ß — B.+2B,»+3B,fc«4. .... , / p ,n\ß 

2«* 



• • • • 



17S 5> Oettinger, üher AV SMtgtmf algtbr*t$€lur firü«k« in Fmiluilbnithf , 

^'^ (64.«)p*- +Vä+«+ *>^*'» 

Die TorsleheDdea Gleichungen «ollen nun anf die oben ang^ebenen 
Beispiele angewendet werden. Für die Form 

l+2ar 

(a:-2)»(x— 1)«» * 

M aas (183), wenn ass'2, «csl> Bo^si, 17iS=2, |»bs3, fsl, »82 
gesetzt wird: 

JB — J+.^'±- — i 
»„ — (2-1)». 2» "~" «♦ 

^ -" (1 — 2)»1» ''• 

EBemacfa ist, in Räcksicht auf die oben entwickelten Wertbe für Jo v. <4i » 

l+2x 5 2 I 39 3 ■ i _■ 9 

<«— 2)*(«-lJx» '^ 4tx — 2}» (x-2j*"^16(«— 2j i — 1 ^Sx« "*" 16«* 

Die Function 

i+2 x 

serfallt nach (134.) in folgende PartialbrOebe: 

K __ / •vi+a * ^-^ __ s 

*o — V—; (2-1)» 2» *' 
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BienuuA ist 

i+2x _ 3 , 1 , 17 L-4._i t 

(»+2)« (*+!;»* ~" '»(*+2)»~(»+2)»~16(«+2) »+1^8«« 16a?' 

Eben so ist fär die übrigen Functionen » welche in dem vorstehenden 

Sdiema entbahen sind: 

14-?» __ 1 . 1 . 11 . 1^ 1 £. 

(»+2)» («—1)«» ~" 4{»+55ä "t" 6(«+2)* ■*■ 144(«>f2) "•■ 9(a:— 1) &r» löx ' 

l-f.2jF _____* L 39 , 3 , 1 , ^ 

(2— X)« (1— o?)«* ~" 4(2-«)' (2—*)« 16(2— x)"**!— x'*'8a?'»"*"l6ä:' 

1+2j *__j 2_ 39 3 1 _ 9 . 

(a^-2)« (1— x) »» "" 4(a^— 2)» "^ (x— 2)» 16(a^-2) i—x Sx* iOx' 



1 1 II . 1 . 1 3 



14-2X _ 1 1 11 j *__-X 

^»n— ar^ar*"" 4fx4.2^» 6fx-4-2)» 144^x4-2^ "*" 9( 1—x^ "r 



* 



(x+2)» (l~x)x* 4(x+2)> 6(x+2j» 144(x4-2) ^^ 9(1— x) ^ 8x» löx 

Hieran knöpfen wir noch die Zerlegung folgender Fonction 

1 

(x + l)(l--x)»x»' 

welcbe Euler in seiner Analysis Cutter TM. p. &i, V^erteizumg von 
Miekehe») nach seiner Methode behandelt bat Sie ergiebt sieb ans (8€.) 
nnd (138.), wenn B^ssif pasi^ 9 = 3» ii&=3, as=l und bssi gesetzt 
wird. Es ist 

Ai = — l(t— 2).I CB I, 

4,«0-l(l— 2).l-(0~i;^ + ^^).l = +1 + 1 =:2, 

^a = (— )'*(i-j.i)M. = — i» 
"0 = (1-1- IJM» ~~ *♦ 

Hiernach ist 
L. — * t < t^ 7 ^1,1,2 

(«+1)(1— *)««» ~ 4(x+l) T'2(l— ar)« ^4(1—0?; "^«» "T"«» f" « ' 

Das vorstehende Beispiel worde deswegen bier aufgenammen, da* 
mü man sich von der Brauchbarkeit der hier mitgetbeiUen Zerlegungen 
■lethode oberzeu^n könne» Euler hat eine nnd eine halbe Seite Caicul 
ndtbig^ am die vorstehende Function in Partiaibrache zu zerlegen. Nach 
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QQserer Methode sind nicht einmal sechs volle Zeilen erforderlich» und doch 
ist die Rechnung in aller Ansföhrlichkeit mitgetheilt. Zugleich bestätigt 
dieses Beispiel die Bemerkung^ dafs a^=^h sein kann. 

VI. 

iJie für die Wertbe der E^ G und A gefundenen Gleichungen lassen 
sich auch durch DifTerenzialrechnung ableiten. Wie dies gesdiebe, soll 
an dem E gezeigt werden. Es sei, wie oben^ 

so entsteht hieraus 
189. fx = [«0 + ßi (a?— ») + E^{x—hJ +••••+ Äp-i («—*/""]«" 

Wird hierill x = 6 gesetzt, so verschwindet der zweite Ausdruck auf der 
rechten Seke des Gleichheitzeichens ganz, nebst allen Gliedern des ersten 
bis auf eines und man hat 

Wird die Gleichung (139.) diflferenzitrt und durch hx dividirti so- entsteht 

Wird auch hier jKr==& gesetzt, so verschwinden alle Glieder auf der rech* 
ten Seite bis auf zwei und es ergiebt hieraus zur Bestimmung des Wer« 
thes von E^x 

W — öfix = b) nS^ 
^^ ~ ~Ö^6^^ b • 

Wird die ehe» difierenziirte Gleichung noch einmal diflTerenziirt^ durch dx 
dividirt und nach dem DiflTereuziiren x~b gesetzt, so läfst «eil hieraus 
der Werth von E^ bestimmen. Es findet sich 

^* •" i.2[dxyb- b TXi^^^' 

Wird obige Gleichung wieder difiereuziirt , durch dx dividirt, dann xss^h 
gesetzt und diese Bntwicklungs weise so fortgeffibrt, so ergeben sieh fol- 
gende Ausdrucke: 
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HO. B^^^A 

B» _ a*/(x = b) nE, n(n-i) „ 
'^»~~ 17275 x)»6=i b l.2.b* '^"^ 

'^* " r.'i . 3 {d X)» b' b 1 . 2Jb*~ '^^ 17273:6» — '^ö ' 

g, d '^ f{x SS b) "ßjz:} n(n — i) Ei-t 

*~'l.2....Jt{ö«p&» b 1.2 6» 

Oarch Substiladon ergebeu sich bleraas folgende Gleichnogen: 

.4.. «.=^[ä£§^_=&^]. 

*'»"~6'''ll.2(^)«'~l dx.b "*■ 1,2 fc» ]• 

Bemerkt man nun, dals 

M^J!l:=,B,+B,6^B,b'+ zB^h'-'^Xlj^B^b'-K 

0. 8. w., SO ergiebt sich hieraus die Idetntitat zwischen den unter (89.) 
«nd (90.) und den hier gegebenen Gleichungen. 

Auf ganz gleiche Weise lälst sich die Function 

/« 

behandeln. Man findet 
14«. E, = /&=.«£', 
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vud 
143. 



Äy • -^^ f 

«.=f;Ff?^-(c"+T)A«=»)]. 

'^^ — b- [TTiJx)^ V*" +T/ — cTi — 



+ (<^ + =f^ + Tl^V(- = »)]. 



(_J^^ ^i_ _*^ _* \ 

Vergleicht man diese Gleicbangen mit (97.) und (98.) , eo erkennt man 
leicht ihre Identität mit denselben. Nnn kann man die früher angegebene 
Methode oder die der Differenzialrechnnng weiter verfolgen, nnd man wird 
innier zn denselben Resultaten gelangeui wie in V. SoDen die Gleiehua- 
gen der A durch DiflerenKialrechnung entwickelt werden, so fuhrt das eben 
angeführte Verfahren zum Ziele, wenn nach dem Differenziiren ^r ss 
gesetzt wird. Uebrigens ist zu bemerken, dafii zur Entwicklung der hier 
gefundenen Resultate die unter IL mitgetbeilten HAlfssatze aus den Combi- 
uationen nöthig sind, auch wenn die Differenzialrechnuag als Mittel der 
Ableitung benutzt wird. 



Der Ueberblick Ober die vorliegende Abhandlung zeigt, wie die hier 
gefundenen Gleichungen unter einander zusammenhangen, und wie sie von 
einander abgeleitet werden können. Die Gleichungen (78 — Sl.)» welche 
zur Werthbestimmung der A dienen, sind allgemein. Aus ihnen lassen sich 
alle besonderen Fälle ableiten, welche in IV. zusammengestellt sind, wenn 
ie Zeichen beachtet, und die Exponenten der nuszustofsenden Binomien 
gesetzt werden. 
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Noch aUgemeiner sind die GleidimigeD , welche in V» gefanden 
worden; denn alle in IV. mitgetheilten Gleichongen lassen sieh ans ihnen 
ableiten. Hieza ist nur nöthig, noch ein weiteres Binominm in die allge- 
seine Fnnction (1.) einzoföhren, wodurch sie in folgende übergeht: 

f£ 

dann diese Function nach Maabgabe der Gleichungen (lt9 — 138.) zu 
entwickeln, nsssO zu setzen , den erforderlichen Werth statt x in sammt- 
liche BinoBuen einzufilhren und ihn sofort in und ii^ in n übergehen zu 
lassen, ffiedurch entstehen die Gleichungen (78-^81.) und aus ihnen alle 
in IV. angegebenen speciellen Falle. Dieser Weg der Entwicklung ist viel- 
leicht etwas kurzer, aber beschwerlicher und muhoTolIer, als der befolgte, 
und dflrfte wohl auch den üeberblick erschweren. Wir haben es daher 
Torgezogen, den leiditern und einfachern EntwickkiBg^ang zu wählen, 
und zu zeigen, wie die vorgelegte Methode die Werihe der verschiedenen 
Coefficienten auf getrenntem Wege finden lehrt 

Was endlich die Aufsuchusg der hier mitgetheaten Resultate durch 
Diffwenzial-Reduiung betrift, die in. VI. enthalten ist, so ergiebt sich bei dem 
ersten Blicke, dab die unter IV. und V. angegebenen Resultate ebenfalls 
leidit und sicher hieduroh gefunden werden können. Wir haben jedoch 
gei^anbt, die hier mitgetheilten Gleidiungen auf elementarem Wege suchen 
MM dArfen, well eine Methode, welche ihre Sitze auf elementarem Wege 
entwickelt, derjenigen, welche in ihren Bntwicklungen Zuflucht zum höhern 
Caled nimmt, woU vorzuziehen sein möchte j besonders wenn sie, wie 
Uw, sdhr Itfcht nd einfiidk ihren Zweck erreicht und schnell zu allge« 
meoiea Resnttaten fthrt 

Das unter (St— 87., 138— -138.) vorgelegte Schema g^*ebt einen 
nicht miintaessanten UeberUick fiber die Eigenthflmlichkeit der mitgetheil« 
ten Gebilde, Aber das Gesetz, welches ihnen zum Grunde li^, und über 
den Zusammenhang, welcher unter ihnen herrscht 
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lieber die Bestimmung des Grades einer durch Eli« 

minatioQ hervorgehenden Gleichung. 

(Von Herrn Dr. Fe^^d. Miuding ssa Berlin.) 



JLis sind zwar verschiedene Methoden bekannt, um aus zwei algebraischen 
Gleichungen, zwischen zwei Unbekannten, eine neue, nur noch eine Un- 
bekannte enthaltende Gleichung herzuleiten; häufig aber wänscbt man nur 
den Grad dieser Endgleichung zu wissen, nidit sie selbst aufzustellen, und 
wenn ich nicht irre, so ist eine Regel, welche diesen Grad mit der einem 
80 elementaren Gegenstande angemessenen Leichtigkeit finden lehrte, bis 
jetzt nicht gegeben worden. Man weifs zwar, wenn die Gleichungen b^ 
ziehungsweise von den Graden h und k sind, d. h. wenn die höchste 
Summe der Expcmenten eines Gliedes in der einen h, in der anderen k b^ 
trägt, dafs alsdann der gesuchte Grad dem Producte hk höchstens gleich- 
kommen kann ; hiermit ist aber nur eine Grenze gegeben, von welcher der 
wirkliche Grad oft sehr abweicht« Um diesen zu finden, ist vor allem nö- 
thig, die wahre Form der Endgleichung festzustellen« Man habe folgende 
Gleichungen : 

%. (p(a?,y) = Äoy^+Ay-^ +«.>"-' + •- +B^,y^B, = 0, 
in welchen die Buchstaben A und B mit angehängten Zeigern beliebige 
ganze Polynome ia x bedeuten. Löset man die Gleichung (2.) nach y auf, 
bezeichnet ihre Wurzeln mit y^ y^^ ^•- • Tnf luid bildet das Prodoet 

3. F = nx,y,).f(x,y^ .... fix^y,), 
so ist Bg.P eme ganze Function von x, und weon man setzt 

4. B^.P = yt^x, 
80 ist &• \px = 

die verlangte Endgleichung. 

Um zu zeigen, dafis B^.P eine ganze Function ist, bemerke man 
zuerst, dafs P eine rationale Function von x ist, welche, wenn die darin 
vorkommenden symmetrischen Functionen v<hi yg, y^^ .... y^ Teraiittelet 
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der Gleichuog ({•) in x ausgedrückt werdeo, nur eine Potenz voo i9o "vom 
Neuaer erbalten kann. Bea&eichnet mau irgend eine jener symmetrisclien 
Functionen durcb 

'^ — Xi Yi y'z • • • • y» -!-••••> 

wo die nachfolgenden durch Puncto angedeuteten Glieder aus dem ersten 
durch Verwechselung von y^j >-2 » • • • • yn entstehen ^ so kann keiner der 
Exponenten nit, m2> •••• m» gröfser sein als m. Man setze nun: 

j3i zzzz — *"""■ ■ "~ " ^. .^ *■ • •• •% 

mithin S =: (y,, y, .... y^fiS, = (— l)-gÄ,- 

Das Zeichen jSj bedeutet eine ganze symmetrische Function der umge» 
kehrten Wurzeln von (2.), mithin ist der Werth von S^ ein rationaler 
Bruch, der nur eine Potenz von B^ zum Nenner haben kann; setzt man 

daher jS^^ ss ^ , wo Z ein ganzes Polynom in x oder genauer eine ganze 

Function der Polynome J7u9 Bi^ •••• B^ und K eine positive ganze Zahl 
ist, so kommt 



\mm 



Da nun j5 offenbar nur eine Potenz von Bo zum Nenner haben kann, so 
mu(s Bi in dem vorstehenden Zähler aufgeben, mithin ist BI^S und folg- 
lich auch £^Psss^^:r eine ganze Function. 

Bezeichnet man die Wurzeln der Gleichung (1.) nach y aufgelöst, 
durch ifjif f\2y •.•• r\mj setzt 

Q = (P(^> <ll)-^(^^ »h) .-.. ?>(^, lim) 

und bemerkt dab 

^(x, ij,) = Bü(»)i— yi)(iii— ya) .... (i)i— rn)f n. 0. f., 
80 wurd: 

Q ^ »ü(«)i— yO •••• (iii— rn)xBü(iii— rO •••• (12— yi.)x-t*. 

.... x^od«— yi) ••.. dn—yO» 

und weil 

4>(yi— i|i)(yi~»)2) .••• (yi— 1)«) = fi^^yö^ «. ». f., 

so folgt: 

. Hierans ergiebt mch) dafis v/^d^sO die verlangte Enc^eichnng ist. 
Nämlich fär Jeden der A.afgabe scosagenden Werth von x- wird nothwea- 
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dig'PssO (eben so auch (^tsO), also \//jpsO. Sollte ferner diese 
Gleiclmiig eiaen iberflossigea Factor eatlialteiiy so wäre Ar tonen selcbeo 
\Jjx=^Oj ZQgleich aber weder PsO noch QssO*^ adsdann mfifeten^ wo* 
gen (4.) und (B.), A^ und jBo zugleich verschwinden, was ini Allgemeinen 
nicht Möglich ist Haben in einem besonderen Falle Aq nnd Bq einem 
Factor gemein , so ist allemal auch das Polynom \t/x dnreh diesen Factor 
theilbar, weil es immer, wie leicht %u sehen, von folgender Form ist: 
4jx^ssAoU'\-BQVy in welcher U and V ganze Polynome sind; da man 
jedoch einen solchen Fall stets durch eine unendlich kleine Aenderung der 
Coefllcienten beseitigen kann , und zwar rtne den Grad eines derselben 
zn indern, so folgt, dals die Gleichung yf^xwmO Ubl keinem Falle eine der 
Aufgabe fremde Wurzel darbietet. 

Der Grad des Polynosui yf^x erglebt mck nun arf folgende Weise. 
Man hat 

Entwickelt man die Wurzeln yi , y^ , • • • • y„ der Gleichung (f.) nach faU 
lenden Potenzen Ton jr, und setzt die erhaltenen Eeihen anstatt jener in 
vorstehenden Aasdruck, so werden alle gebrochnen nnd negativen Poten« 
zen von x sich gegenseitig aufheben und das Polynom y\/x wird unver« 
anderti wie vorhin, hervorgehen. Da nur der Grad von 4^x verlangt wird^ 
80 setze man statt jener Reihe nar ihre ersten Glieder, dieför yi, y,, ••••y» 
beziehungsweise sein mögen : CiSc^^j ^^S •••• e^a^'^. DasYer&hren^durdl 
welches die Reihen nnd namentlich die höchsten Exponenten Ai , A, , .... k^ 
oder die €rade der Wurzeln gefunden werden, ist hinlinglich bekannt i 
man vergleiche z. B* Lacroix Traiie S. S83 der ersten Ani^be, wo 
die Entwickelung nach steigenden Potenzen gezeigt wird. Bfan bestiniBe 
hierauf den höchsten Exponenten von x in je&r der Funefionen f(x, Ci^i), 
f(XßC2X^*)y •••• od« die Chrade der Functionen f(x,ydf fi^pYtiy ••••» 
welche mit k^ k^^ •••• K bezeidinet werden mögen. Diese können gans 
oder gebrochen, aber nie negativ sein, weil A^ wenigstens vom Grade 
Nun ist. Wird endlich noch der Grad von BoWih bezeichnet, so ist 

nethwen£g eine ganze Zahl, welche den höchsten Exponenten von \^jp 
oder den gesuchten Grad der findgleichnng angiebt In besonderen Fallen 
kann man noch £e Werthe von Cj, ^2, •••• e^ berflcksichtigen, um »s 
sdien, ob der Co^icient des hödmten Gliedes in einem der FaotoreB 
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f{pc,yC)y •••• TW 4^^ vnd mitbin in \pdp selbst vlelleicbt gerade NoH 
wird 9 und in einem solchen Falle wird man genöthigt Min, auch die fol- 
genden Glieder der Reihen fnr yu y,, •••• y» tbeilweise in Rechnung zu 
bringen $ es wird jedoch nicht erforderlich sein diese Andeutung hiw weiter 
auszufSBhren} Tielmehr ist klar, dals im Allgemeinen der obige Werth (7.) 
den wirklichen Grad des Polynoms ^^r darstellt. 

Es seien s. B. folgend zwei Gleichungen gegeben^ in welchen das 
Zeichen (x^ ein Pcriynom in x rem Grade (i anzeigt: 

f(x,y) = {x')y^ + (x^)y^ + {^)y' + (x')y +(^) = 0, 
^(^,y) » (^)/ + (4^)/+(xV + (**)r^ + (^)r + (^7=^ 0. 
Diese Gleichungen sind vom €ten und vom 13ten Grade, also ist der Grad 
der Endgleicbuug nicht höher als 6. 13 sb 78. Um ihn genau zu finden^ be- 
rechne man die Grade der Wurzeln y von (^(dr, y) s 0; man findet sofort 
A^sü^si^^ kyszh^ssk^ss — |. Hieraus folgen die Grade von /(x,yO,..*<, 
nämlich kitszktts^^ kjTsk^zaks^S; femer ist J9o = (^)9 also fts=8, 
md mcs4, also der Grad der Endgleichung tni+^i + ^ + ^s+^4+^s 
s 4.8 + 11 + 15 = 58. 

Wenn man die gegebenen Gleidiungen, anstatt nach y, nach x 
wdnet, um nach obiger Regel den Grad der Endgleichung in y zu suchen, 
so findet man nicht isuaer denselben Werth für diesen wie für den vori^ 
gen Grad. Zur Erklärung dieses Umstanden mnfs man bemerken, daCs die 
Endgleidiung in x nur die endUehen Werthe r(m x ergiebt, welche bei- 
den Torgelegten Gleichungen zu genögen geeignei sind. Steigt also die 
Endgleidiung in y auf einen höheren Grad als die in x^ so gehören noth* 
wendig einige Wurzeln der Gleichung in y zu unendlichen Werthen von x. 
Es ist auch allemal leichlv diese Werthe durch eine unendlich kleine Aen- 
demng der Coefficienten in einer der vorliegenden Gleichungen zum Vor- 
schein zu bringen^ und die Ungleichheit der Grade der Endgleichungen zu 
tilgen« Es seien n&mlidi die Gleichungen (1.) und (2^) nach x geordnet^ 
folgende: 

f(xyy) «s «^,ap^ + ai«'^'+.f + a^ sa 0, 

^(ar,y) B ßo^+ßiX^'+..s.+ß, = 0, 

wo tfo9 Ott «««M ß»f •'•• ßw ganze Polynome in y sind« Wenn nun we* 

der ito nut Bq^ noch Oq mit ß^ emen Factor gemein hat, so können weder 

unendliche Werthe Ton y für endliche ron x^ noch unendliche von x fik 

von y Statt fioden; felgUdi kann alsdann zwischen den Graden 
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4er Eid^kidmBgtü n x «nd i« y ktim Hütendoed muu Mau braucfat 
Ü90, wtmn gememame Factorea zwiadieD Aq maäJB^ oder c^ und 3u vor- 
hiodni »od. wm eisen CoefBeieiiteii in J^ «nd eiaen ia Oq «i aiiderD, om 
fdr die Ea4gleicfa«igeB ia x and y gleiche Gnde zo erbaheo. Setzt man 
aoetter diese Aeadenrngea gleich Ndl, so kaaa naa die CoefficieDfen der 
hodartea Glieder der Eodi^eiehoDgeo prfifeo, am za eatscbeidea, wie viele 
Wertfce Toa x and wie viele von y nneadlidi werdea, und wie viele end^ 
Beke Lfieoiigea Afit vorget^tea Gleichaagea addieCdich vorbanden sind. 
Dieae Anafabning der Bechaaog ist jedoch nnnöthig, wenn man die vor* 
getrageae Begel gehörig anwendet. Man habe z. B» folgende Gleicbnngen : 
f(x,Y) « (a + *ar^/+(i?+i?ar)y^+^^y+* + *^ + '^ = 0, 

^Atr nach x geordnet: 

f{x,y) = (/+^r)^+(*+6y)a?» + €y'x+Ä+i?>-* + ii/ = 0, 

Hier ist A^^a + bx", B^^^a*, Oo^l+ßy, ßo = ßy*f folglich haben, 
wenn weder assOf noch /=0, Aq and Bo» so virie Oq nnd ß^ keinen ge- 
nmnaaaien Factor, daher die Grade der Endgleicfanngen in x nnd y fiber^ 
einstimoiend gefuadea werden s= 26. Setzt man aber zugleich a = and 
/ SS 0, and berechnet alsdann die Grade der Endgleicbnngen, so findet man 
25 für die Gleidinng in x^ and 24 för die in y. Dnh^h das Yersch win- 
den von a aad / werdea also zwei Warzeln der vorigen Endgleichnng 
in y aad eiae der vorigen Endgleichnng in x unendlich; zogleich aber 
wird auch die neue Endgleichnng in x durch ap^ den gemeinsamen Factor 
von Aii und Bq , so wie die neue Endgleichung in y durch y, den gemein- 
samen Factor von a^ nnd ßo, theilbar. Von den 26 endlichen Lösungen, 
welche den anfSfaiglichen Gleicbnogen zukamen , bleiben also 23 im AUge- 
meinen noch endlich , wenn a und / verschwinden ; die drei flbrigen hin- 
gegen sind: x^ssO, y^z=zoo; x^s^Oj y^^szoo; ar26= oo, y^ssO. 
Man sieht y wie hier die gesuchte Anzahl der endlichen Lösungen durch 
wiederholte Anwendung der vorgetragenen Regel und Vergleichung der 
Resultate gefunden wird. 



G* ^Unding, über Elimination lg3 

NacliMchrirt. Nacli Beendigung des Vorstebenden isl mir ein 
neues Werk zu Gesicht gekommen: ,, System der Algebra von Dr. 
P. J. E. Fhick, Profesiifor zu Strafsburg ^ Leipzig bei Bartb, 1841/' in 
welchem S. 405 zur Bestimmung des Grades der Endgleichung eine viel 
genauere Regel angegeben wird, als diejenige, deren im Eingänge des 
vorstellenden Aufsatzes erwähnt ist. Die Regel ist, dem Inhalte nach, 
folgende: Wenn alle Coeflicienten A^^^ Ai^ . . . . A^ der Gleichung (1.) 
vom Grade m' und alle Coeflicienten B^^ B^^ .... B^ der Gleichung (2.) 
vom Grade nf sind, so ist der Grad des Polynoms 4/Xj welches die End<- 
gleichung liefert, folgender: mn'^nmf. Der Beweis dieses Satzes, der 
zwei Seiten des Lehrbuches fiillt, folgt sehr einfach aus dem Obigen; 
denn in diesem Falle sind alle y aus der Gleichung (!?•) vom Grade 0, 
d, i. A^ = Äa = . . . . = Ä„ Ä 0, folglich Ati = Aj = ••••=*»• = «»V zugleich 
ist ftsssn^, weil B^^ vom Grade nf; folglich der Grad der Endgleichung: 
«•ft+fti + fe2+.... 4-*n = mnf ^nm'^ w. z. 1k w. Wird diese Regel 
auf Falle angewendet, in welchen die CoefBcienten von ungleichen Graden 
sind, 80 ist das Resultat nicht mehr zuverlässig, weil es die Ausgleichung 
jener Grade voraussetzt, welche fremdartige Wurzeln herbeifuhrt. Bei der 
im gegenwärtigen Aufsatz vorgetragenen Regel werden dagegen, um den 
Grad von '4^x zvl finden, die Grade der Coeßicienten nur so in Rechnung 
gebracht, wie sie gegeben sind. 
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7. 

lieber Transformation vielfacher Integrale. 

(Vom Herrn Dr. Haedenhamp ea Hanuii ui Wet^halen.) 



W eon i&wischen dea Veränderlichen x^^ x^^ x^y .... Xr die Gleichong 

*»• *»»• •%» • **.* 

*• "~~ 1^ — "T" — •••• """ S-* A 

«1 «» «• ^n 

statt findet, in welcher ^^^^....0^ ab Censtanten betrachtet werden nad 
zwar ai>a2>^^*** «^ii-i>a„ iat, w geht aw den Wnrxeln der GleichnBg 

oder 

eine merkwürdige analjtiadie Transformation der Veränderlichen Xi^ x^ 
x^y .... Xn hervor, wovon sich frochtbare Anwendongen anf verachiedene 
Probleme machen lassen. Ich will hier von dieser Substitution auf be- 
stimmte vielfache Integrale Anwendung machen, die merkwürdige Relatio» 
nen zwischen den Abelschen Transcendenten darstellen. Bezeichnet man die 
Wurzeln der Gleichung (8*) 9 die vom (it-~l)ten Grade ist, so wie sie der 
GröCse nach auf einander folgen, durch yi, y^^ y^, .... yn.i, so sieht man 
leicht, dab alle diese Wurzeln positiv sein und einzeln zwischen den ein- 
zelnen Intervallen der Reihe der Werthe 

Äl> ^J ^J ^$J • • • • ^n 

liegen mfissen. Die Werthe von Xi, X2, x^, .... x^ lassen ridh nun ein- 
fach durch diö Wurzeln yi, y^, y^, .... y^i ausdrücken ; man erb&lt 
uemlich 

a, («1— «t)(«i— fl«)(ai— a^) .... (a^— «») * 

£2 SS («t'""ri)(gt~ri)(gt— rt) -**> (gt~r«-i) 



«n (a/i-^öi)(a» — aj)(a„— ag) .... («»— o,.!)* 
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Am der Gleichiiog (2.) findet bmui euch Doch mwiktelbar folgende beiden 
eittfaoben Gleichlingen: 

a^Ot^» **•-'« •»! ^» «I **J 

Ninunt man Tcm der idenünchen Gleichung 

(«1— r)(«t— rK«t— y)—* («»— r) v«i— r «s-^-rr «»— r *"* on—y^ 

den DäTerentialt nnd eetet, nadh der DüTerentiation , nach einander y^j y^j 
Tsf •••• Tn^ et^ y> so erhält nan, da hekanndich dann der Anadmck 
linker Hand, wenn y^ eine der Warzela besdchnet, in 

(« I — r-i) («1— r») («•— r*) •••• («»— y«) 

ttbergdit, folgende Belationen: 



d?« • X« ■ it, 



[«7— r.X«»— rJ •••• (««—7«-») ** 

AI T 



(•i— y») («« ~y"-i)(«f —yn-i) . • . • (<»:,— ^,_i) *"* 

e Fonnda geben ftbrigeiu ftoch «w der Gl^choDg (4.) hervor, wenn 
darai (yi— yi)""(y«-i--yi) «*•** y„ y„ .... y„^ «nd (a^— y,) ... 
... «»— >*! statt 44, 4^) 4^, .... «^ seist, n. •. w. DiffiBrentiirt nim die 
CMeidnnfra (3.) Baoli den Y erindertidieii yi, y,, .... y^^f so erhält mn, 
wem luui diese CMMIwa eioieln nach einander als verinderiieh betradrtet, 
blfende Fomdn: 

dapj + ajpj .... dxi SS ©id>i, 
fiaii + Bxl .... dar* a 0,dy^, 



r. 



«mI wenn alle zngldeh als Ter&nderlich anges^ea werden: 

8. dxi+Bxi .... dxi « 0iayj+0,a/,+0,a>^ .... 0^,ayj.i. 

Betmditen wir jetst das vidfiidie Integral 

/ OCt^ OX^ dXg »•♦> CXa— I 
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und drucken dasselbe dnrch die Veränderlicheii y^, yi» y^j •••• Yn »w», 
60 erhält mau mit Hälfe der Gleichungen (4.) nnd (7.) 

Xn J J yi ^ f ^ «j a^ ttg •. .• «n— X ' 

yrTn 

und für ©i , ©29 ©39 • • • • ©1,-1 die oben (4.) und (6.) gefimdeien Werthe 
gesetzt, erhalt man das merkwürdige Integral 

Q P dx^vx^ox^ m ••• oXn 
J XnV{aia^....an^i) 

worin der Kurze wegen 

^i = («1— yi)(Ö2— v0(«3— yi) .... (a„~yi) 

u. s. w« 

gesetzt worden ist. Wenn das Integral linker Hand auf alle positive Vf erthe 
der Veränderlichen x^y Xjj •••• x^^ welche der Bedingung (f.) genügen, 
ausgedehnt wird: so müssen die Integrale in Beziehung auf y^, ys^ . . . • y^^ 
in den Grenzen Ui und Oj, ^2 und a^, a, und 174, .... a^^i und «» genommen 
werden. Setzt man nun 

^ = cos(p,, 
^ = sin^|C0s^2, 



r^ = sin (Px sin ^2 cos (P3 



^r-J 



^JLI s= sin ^4 sin ^2 siu CPs ..•• siu(P^«iCOS(P„, 

r Out 



SO ist 



/ö jpj d JPj d x^ x^ • • • . d J^n— i 
JCn r(ai a, .... «A— 1) 



FOr die angezeigten Grenzen von ^i, 0^29 ^s» •••* <^r» siod die von ^j, ^2» ... 
• . . (p^ und ^ %r ge worden, und man erhält daher für dieses Integral, wie 
es Jacobi in der Abhandlung im 12teu Bande dieses Joumab zeigt, wmn n 



htegrah, 1S7 



eine gerade Zahl ist: 



(in) 



2 



2,..,(ii— 2)(t— 3)' 

und weuD n ungrade ist: ^_^ 

(inf^ 



3.... (/i — 2)(/i — 4)' 

daher ist, wenn wir diesen Werth durch jS^ bezeichnen, 

10^ jg ^ /' (yi*r«Mri'rn-.iMy»-rtMr>-yn>A)>(rt'y4>-^^^^ . 

in welchem Ausdrucke die Veränderlichen y^ y^y .... y„., zwischen den 
angezeigten Grenzen genommen werden müssen. Dieses vielfache be- 
stimmte Integral enthält, da die Veränderlichen getrennt sind, Jbehche In- 
tegrale, in welchen die Veränderlichen y unter dem Wurzelzeichen auf den 
Grad n steigen. Man hat also eine Relation zwischen den verschiedenen 
Gattungen dieser Integrale, die aber von einer und derselben Ordnung sind. 
Diese Relation, glaube ich, hat auch JocoM im lOten Bande Seite 312 d. J 
gemeint Setzt man n as 3, so erhält man wieder 

1 5^ _ f iyi—yt)dyidy^ 

welcher Ausdruck die von hegendre entdeckte Relation zwischen den 
eUiptischen Integralen Ister und 2ter Gattung enthält. Will man sich 
auch bei diesen Integralen, wie man es bei den elliptischen gewohnt ist, 
der trigonometrischen Functionen bedienen, so setze man 

oder auch 

^"^ a» COS q>l, 4- ocm+i) »in yj. ' 

WO 0« und (if^i die Grenzen von y^ sind. Durch diese Substitutionen 
gehen auch die Gleichungen (3.) in folgende über: 

^^ = sin(p,A(al,(p0i:^(aJ,(p3)A((»l,<P4) .... 
^ = cos(p, sin(pa A(a?^(p3) A(a?\<p4) ...• 
^^ = Ä(al,(pi) cos(p, sin(p, A(ai'>,(p4) .... 
^j = A(af ,(pi) Ä(ai?N(P2) cos(p, sin(P4 .... 
V^^) = A(a?>, (PO A«!,?)^ Ä(a^*> (p,)cos(p, . 

»4* 



• • . 
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Für n Veränderliche erhält maa (n — 2)^ Modüb; (n — 3) dersdUbes be- 
stimmen aber die äbrigen. Durch diese Sabstitatien hat JaeM tfe im 
19teD Bande Seite 312 d. J. mitgetheitte Gletchnn;, welche die korzeate 
Linie auf einem 3axigen Ellipsold bestimmt, gefnnden. Jacobi ist aber 
bei 3 Variabein nicht stehen geblieben} er hat allgemein die Gleichnngen 
ffir das Minimum des Integrals (8.): 

entwickelt y obgleich am angefuhrien Orte nicht mitgetfaeilt 

Ich will hier noch beiläufig die durch die obigen Snbiititiitiooen ge- 
fundenen^ ersten Integrale des Systems von n — 2 DifferentialgleidHingett 
tter Ordnung, auf welche man för n Variabein geflihrt wird, in nuce mit- 
theilen. Setzt man der Kflrze wegen 

~öjr ~ •^r ö«^ ~ ^^' •••• — ?? — ~ ^^*^ 

so ist filr das Minimum ronj^ds, wie ich gefunden habe. 



und 

ri+y2 •— r«-i— ^ = ri«^!+rat>J+rst>I — y»^«i^j 

und hieraus mit Hülfe der Werthe von Vi.... v^i und 6i •••• 6^.1^ 
wo JTi , X2 ^ • • . . X^x die obigen Bedeutungen haben. 



£s seien ai> Oi, a^, •••» «;, Veränderliche, welche der BedingaBiK 

»0. rfi + .-.q^ + rii ir$- - • 



««* 
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genigpn^ für weldie 



11 9 

«1 ' «1 •» 



vorM0f esetet wird. Voa deD n Wurzeln dieser Gleichaag liegt eine, und 
2war die einzige peaitive, zwischen und :«; die andere negative liegt 
zwiacben den Intervallen der Beihe 

Bezeichnet auin diese Wurzeln durch Ku Kiy K^j •••• Kn mAäm + f^i^^mf 
80 erhalt man audi hier wieder ^ wie in (S.)» n Gleichungen, aus welchen 
die Werthe (ur aii Ot, Ot, *.«r an hervorgehen, nemUch: 



a 



j, j^ -1 «1 ^t *** *<»i 

I* («i — «a) («4 — «s) • • • • («1 — ««) '^ 

«* J'^ i.^ ^^^ . . . . «^"^ 

11. ( «I ~ («1 — «jT«i — «») • - • («t — ««) ' 



• Ä<*> i.<'> «W . . . . J'O 



Es wird nun auch einen Wertb der VeriUiderlichen Xxy X2, • • » • x^ geben« 
welcher der Bedingung (1.): 



1 11 s 

^1 -I- £^ .1 ^» ^^ mm f 

-f- — -#- • • • • — ^ ^S If 

«I «t ^t «»» 



■nd zugleich von den Bedingungen (10.), denen 



1 



(2) T (2) T (2) • • • • (2) == *r 

•^ «•. «r •«. 



•i *»t «» «n 



entspricht. Sucht man aus diesen n Gleichungen wiederum die Verftnder* 
Bdieo^ die wir durch x\f at\j x^y .... xl bezeicbnev, so findet man auch 
hier wieder t 



J^i JC*! . A| 0, «1 • • « t Oj. 



JPaflP^ a^ ^a ^t * * * * ^^ 



XmXn •» ^« *^. •••••n 



On («n — «i}(«>i— O-'-^-C**» — ^J^») 
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Vwgleidit man dirae Gleichmigeii mit den Gleicbongen (U.X m erbalt man 
andh sieht man durch Vergleichang der GleichoDgen (12.) ond (3.)» dafo 

— ^2=yl> — ^3 = ya> — >^ = y3i •••• — \,. = y^i- 

For n = 3 bestimmen Kx^K^^Kz die Axen der dorch den Punct (ai o^ aa) 
gehenden Oberflachen zweiter Ordnung , welche dem Ellipsoid, dessen 
Gleichung 

^i ^ 5i ^. f?« «s 1 



«1 «t *• 



ist, conyocal sind ; und x\^ x\j x\ sind die Coordinaten des Durebschnids- 
ponctes dieses Ellipsoids mit den convocalen Hyperboloiden, welche durch 
(Ai Os ^3) gehen. Setzt man 

wo 

ist, so wird durch diese Bezeichnung 

= («,+KOij;+(«i+^x)iij+(«i+^i)*); -..-(Än+xo^ji 

und das Integral, welches die Form 

bat, geht in folgendes über: 

^{a\ a\a\.... üD C ^'fi^n,dv,....dv^i ^ ^ 

Aus der obigen Transformation erhalt man 

/d a I d tt ^ 9tfg ' V* * ött/t— i^Qn /* dx^ dx^ dx^ . « , • d Xn—i V"«ii ^^ « 
«/i V(a} a^ <rj . . • • an— i) *^ xi V*{ai a^ a, • • • . Am^i) 

wenn die Integralion auf alle positiren Werthe der Veränderlichen, welche 
den Bedingungen (1.) und (10.) genügen, ausgedehnt wird. Wir haben 
daher 



%/ fi 
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MoUiplieirt »an diese Gleichong mit dK, und iot^irt In dea Greoaben 
und tty in welchen Ki liegt, aM> erhalt man 

-2~^fTr[(a,+*,)(a.+A.)(.,+*,)....(.,+*J] X,^,,,« + ,,,.+.....„,.)«-' 

welches das von JacoK gefnndene und im 12teu Bande dieses Journals 
mitgetheilte merkwürdige vidfache Integral ist. 

Nennt man die Combination der Wurzeln der Gleichung (S.) m 1, 
Ciy die Combination zu 2, Ca, u. s. w«, so erhält man aus den Gleichun- 
gen (&•) und (6.) durch Differentiation folgende Gleichungen: 

(Xn-i— yi)(y«-i~y2) .... (y«-i— yn-2) 

Multiplicirt man diese Gleichungen mit einander, so ergiebt sich, unter Hin- 
zuziehung bekannter Sätze fiber symmetrische Functionen, da(s das Pro- 
duet rechter Hand eine rationale Function von C^ C2, C^j .... C^x ist; 
und da jede dieser GröDsen in Rficksicbt der Veränderlichen , wie aus der 
Gleidiung (2.) hervorgdit, eine homogene Function von der Dimension 2 
ist, so wurd das Product 

[(Ti-ya).-- (Ti— y».i)(y2— yi) .... (yn-i— yn-a)]' 

zu einer homogenen rationalen Function der Greisen 






von der Dimension 2(n — 2), welche wir mit ((>(^^ ^» .... ?^^ be- 

zeichnen. Dividirt man nun die Differentialgleichung (9.) durch diese 
Fonctimi^ so erhält man noch folgendes bemerkenswerthe Integral, als ein 
Product Jid^fecher Transcendenten dargestellt : 



1*» 



1. 



tf« 



itn 



t«K»F 



yinf 



au 



fr««^ 



*•-«*• 



Saii 



«ic 



,l/«<**' 



I»t««' 






neVeA 






Vitß 



die 



«o 






V«» ^^. 



C^f^T^^ 



l^ö«-»** 



y^'z^.r.^^ ^ 



ttio 



4Ve 



D\«et 



3 Vst 






^^«»•tt* 



ib? 



--fcf 



+ ^!'^*C--«.V.«' 



«t") 



K*?irtrr*-*''5f:' 













llodn^ 



dftc«*«^ 
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8. 
Allgemeine Auflösung der numerisehen Gleichungen. 

(Von Herrn Dr. EnciCß Professor, Director der Sternwarte, Secretair Aee Akadonie 

der Wissenschaften etc. zu Berlin.) 



[Diese vortreffliche Abhandlung, durch welche die Auflösung der Aufgabe, 
die algebraischen Gleichungen numerisch auEsulösen, gleichsam practisch abgeschlossen 
wird, befindet sich in dem astronomischen Jahrbuche des Herrn Verfassers für 1841 
gedruckt Da sie indessen gewilii auch für diejenigen Mathematiker wichtig sein 
wird, welche sich nicht insbesondere mit Astronomie beschäftigen, oder welchen das 
genannte astronomische Jahrbuch nicht ra Gesicht kommt, so ist sie, mit Genehmigung 
ihres Herrn Verfassers, auch in das gegenwartige Journal aufgenommen worden. D. H.] 



Der Lösnng des Problems, welches Lagrange so airadrfickt: 

Etät^t ionnee nne equation numirique sans aucune nothn de la gran^ 
deur ni de la nature de ses racinee, en trouver leg valeure nurn^ 
quesy exatteg sHl est passible, au aussi approehiee qu'on voudra, 
ist dorch Hrn. Prof. Griffe in ZBrich eine neue Seite abgewonnen wor- 
den. In seiner Schrift: Die Auflösung der böheren numerischen 
Gleichungen» als Beantwortung einer von der KönigL Akad. 
d. Wiss. zn Berlin anfgestellten Preisfrage, Zflrich 1837, zeigt 
er, da&9 wenn man ans einer gegebenen Gleichong eine andere ableitet, 
deren Wurzeln sehr hohe Potenzen der Wurzeln der gegebenen Gleichung 
sind, ans den Coefficienten der letzten Gleichung die reellen Wurzeln und 
die Moduln der imaginären sich sämtlich ergeben. Er zeigt auch den ein« 
fachsten Weg zu solchen sehr hohen Potenzen der Wurzeln zu gelangen. 
Diese Sätze sind in den folgenden Blättern zusammengestellt, und mit dem 
TervoUständigt, was sie noch für die gänzliche Lösung des Problems ver^ 
missen liefseo. Nämlich mit der Ermittelung der imaginären Wurzeln selbst, 
auf einfachem und strengem Wege; mit einer Erleichterung des Verfahrens 
bei Wurzeln, die nahe zusammenliegen, und auch bei sehr hohen Potenzen 
sich nicht entscheidend genug trennen worden, und mit den Methoden, die 
Werthe so weit der Wahrheit näher zu bringen, als man immer wün<- 
sehen mag. 

Crdi«'! Journal d. M. Bd. XXIL Hit 3. S5 
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Die SO auf Hrn. Prof. Gr äffe's Dauern Wege sich ergebende Auf- 
lösQDg empfiehlt sich in sehr hohem Grade durch ihre Allgemeinheit, Strenge 
and Kürze. Sie ist in so fern direct, als sie keine Versuche irgend wel- 
cher Art nöthig macht Sie ist auf alle noch so hohen Grade der Glei- 
chungen anwendbar, fährt nie auf Gleichungen höheren Grades als die ge- 
gebene ist, und verlangt bei ihrem tsteia unverändert bleibenden YerfahrcQ 
nie unausfährbare Rechnungen. Die Natur der Wurzeln, die Anzahl der 
imaginären, legt ihr durchaus kein HinderniCs in den Weg; sie giebt immer 
bestimmte Resultate, über deren Richtigkeit die einfachste Substitution ent- 
scheiden läfst. Sie setzt durchaus gar keine Keuntnifs von der Natur der 
Wurzeln voraus, so wie sie überhaupt aus den einfachsten Eigenschaften 
der Gleichungen sich herleiten läfst. Für die Kurze derselben spricht end- 
lich der Umsfand, dafs die Besfimmung der sämtlichen Wurzeln einer Glei- 
chung vom 7^*" Grade bei sechs imaginären Wurzeln, so weit der Wahr- 
heit genähert als Logarithmen von 7 Deeimalen es erlauben, in etwa zwei 
bis drei Stunden gänzlich vollendet sein wird« 



Die Auflösung der Gleichungen kommt bekanntlich darauf hinaus : 
die linearen Factoren zu finden, aus deren Multipltcation mit einander die 
Function einer Yariabeln entstanden ist, welche für gewisse Werthe dieser 
Yariabeln verschwinden soll« Etwas abweichend von dem gewöhnlichea 
Sprachgebrauch, werde ich die bekannte Gröfse in einem solchen linearen 
Factor, die Wurzel der Gleichung nennen, so da£s wenn ein Factor einer 
Function von x durch x-^a bezeichnet wird, a künftig die Wurzel der 
Gleichung heifst, welche entsteht, wenn man die Function gleich Null 
setzt. Man hat bei dieser Benennung den für die numerische Rechnung 
angenehmen Yortheil, dafs eine einfachere Betrachtung der Zeichen ein- 
tritt. Geht man nämlich von positiven Wurzeln aus, wie es am angemes- 
sensten ist, so hat man nach dem gewöhnlichen Sprachgebrauch in einer 
Gleichung, die lauter positive Wurzeln hat, abwechselnde Zeichen, wäh- 
rend nach der hier angenommenen Benennung lauter positive Zeichen in 
diesem Falle vorkommen. Der an sich unerhebliche Unterschied wird nur 
bemerkt, um MiCsverständnisse zu verhüten. 

Betrachtet man zuerst den Fall, wo alle Wurzeln reell und unter 
sich verschieden sind, so ist die Gleichung entstanden aus einem Prodoct 
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von der Form 

(jp + a)(jp + *) (^+ ^) (* + rf) • • • • = Ov 

Nach bekaQDten Lehren werden bei der wirklich ausgeführten Multiplica- 
tioB die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von x gebildet aus den 
Combinationen (ohne Wiederholung) der Wurzeln zq 1, zn 2, zu 3, so 
daCs jeder Coefficient die Summe aller ähnlichen Combinationen ist Be- 
zeichnet man also die Summen solcher Combinationen , je nach dem Grade 
derselben, mit [a], [a6j, [abe] etc., so wird die entwickelte Gleichung 
ar + [a]x''-^ + [ab]a:^^+[abc]x^-^ + [abed]x^.... = 0. 

Aus den CoefBcienten einer solchen Gleichung kann man aber nach 
bekannten Lehren alle symmetrischen Functionen der Wurzeln finden und 
numerisch berechnen, ohne die Wurzeln selbst zu kennen. Man kann folg- 
lich auch vermittelst dieser Coefficienten die Combinationen beliebig hoher 
Potenzen der Wurzeln zu 1, zu 2, zu 3 bestimmen, oder die Summen [oT]^ 
[a"'i"'], loT'b'^c'^] etc. Folglich kann man auch die samtlichen Coefficien- 
ten einer Gleichung angeben^ deren Wurzeln die tnf*'' Potenzen der Wur- 
zeln der ursprünglich gegebenen Gleichung sind, nämlich 

Die Gröfse von m kann ganz beliebig, so hoch man will, angenommen 
werden« Man nehme nun an, um den Gang der Entwickelung leichter zu 
fibersehen, es sei unter den Wurzeln a die gröDste, b die nächst grölste, 
e die folgende etc. oder es sei 

fl>J, 4>c, c^d, d^ 6 .... etc., 
ferner sei m eine sehr hohe Potenz, so wird in 

für einen gewissen Grad der Näherung, endlich einmal der Fall stattfinden, 
bei fAeiB vergröCsertem m, dafs e^ verschwindet oder vernachlässigt wer- 
den kann gegen ,d^, d^ gegen c% e^ gegen h^, b^ gegen ff, und also 
ancfc die Summe aller Potenzen der kleineren Wurzeln gegen die Potenz 
der gröfisten« In diesem Falle wird man setzen können 

Das ähnliche wird in der Summe [oTb"^^ stattfinden in Bezug auf das Glied 
^iTy welches zuletzt noth wendig gegen die Summe aller andern a'^iT, 
if*4^, ^"'c^ etc. flberwiegen mufs. Es wird folgUch ebenfalls dann gesetzt 
werden können 

26 <» 
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und ganz analog bei allen folgenden Gliedern, oder die Endgleichnng wird 
bei stets vergröfsertem m endlich einmal die Form annehmen 

Hat man die Coefficienten dieser Gleichung numerisch , so hat man un- 
mittelbar «**/ durch Division von — ^^ dann auch b*^; nachher aus dem 

Bruche ^ ^.^ ebenfalls c"", und überhaupt die »i*^ Potenzen aller Wur- 
zeln zu gleicher Zeit, aus denen sich die Wurzeln selbst durch Auszie- 
hung der m^^'' Wurzel ergeben. Das Kennzeichen, ob für einen bestimm- 
ten Grad der Näherung die Grenze erreicht sei, wird man darin finden, 
daCs wenn man von der Potenz m, zu der Potenz m* übergeht, also aus 
der obigen Gleichung die folgende bildet 

die Coefficienten der gleichen Potenzen von x in beiden Gleichungen sieh 
verhalten wie die m^ Potenz einer Gröfse zu der m^^^'' derselben, oder 
wenn man die Logarithmen eines Coefficienten von jr"*' in beiden Glei- 
chungen hat, die etwa durch lga„, in der ersten, Iga^i in der zweiten be- 
zeichnet werden mögen, so mu/s für den angenommenen Grad der Näherung 

^IgOin = ^^ga^n' öder Iget«, = ^h^ 

sein, und zwar bleibend, da in speciellen Fällen es wohl sein kann, dafii 
die Summe sämtlicher kleinerer Wurzeln und ihrer Combinationen doch 
noch erheblich genug ist, um ein ähnliches Yerhältnils hervorzurufen. In-* 
dessen wird die Möglichkeit dieser Ausnahme immer verringert werden, 
je mehr m wächst^ und wird zuletzt ganz aufhören. 

Wollte man die Erhebung zu solchen sehr hohen Potenzen auf die 
gewöhnliche Art durch Bildung der symmetrischen Functionen bewirken, 
so wurde die Rechnung nicht ausführbar sein. Man erreicht aber dasselbe, 
wenn man stufenweise erst die Wurzeln zur Potenz p eribebt, und die 
Gleichung bildet, welche den a^, b^ etc. entspricht. Leitet man aus dea 
numerisch berechneten Coefficienten dieser Gleichung die andere ab, welche 
die p^* Potenz der Wurzeln derselben enthält, so hat man die Gleichung^ 
deren Wurzeln die pp^* Potenz der Wurzeln der ursprünglich gegebenen 
Gleichung sind, und fahrt man so fort, so erhält man nach und nach Glei- 
chungen, deren Wurzeln 

är flP* aP' etc. 
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8iDdy wo folglich m gleich einer Potenz von p sehr schnell wächst Schon 
die kleinsten Zahlen fiQr p werden hier alle Bequemlichkeit gewähren. 
Wäre zuerst p^=^2 und die vorgegebene Gleichung : 

so schreibe man för x....x\ Die linearen Factoren dieser Gleichungen 
werden dann sein , . . 

Schafft man aus ihr alle WurzelgröDsen weg, so werden die Factoren der 
neuen Gleichung 

und um positive Wurzeln zu erhalten (in dem obigen Sinne), ändere man 
das Zeichen aller Glieder, die einer ungeraden Potenz angehören, oder 
überhaupt, der zweiten, vierten etc. , d. h. einer geraden Ordnungszahl ange- 
hörigen, wenn man von der höchsten Potenz von x anfängt und keine fibergeht 
Zur Wegschaffung der Wurzelgrölsen kann man davon ausgehen, dafs 
f9r ;^4*7 = auch p^ — 9^ = 0. Wenn man die Gleichung also in zwei 
solche Theile abtheilt, da(s jeder für sich, wenn man ihn in das Quadrat er- 
hebt, vjon aller Irrationalität frei ist, so ist das Verlangte erreicht Diese 
Theile können in jedem Falle sein 

und fljjp * +0»«?^ +äsx^ +«7»^ 

Ihre Quadrate sind 

+ 204} +20» I +20,06/ 

+ 2o6 1 
und 

a;«^ + 2aiai«^+ oj JÄ?"-' + 2a,aJa?«-^+ oj la:^*.... 

+ 20105» +20107! +2o»07/ 

+ 20XO9) 
Nimmt man die Differenz dieser Quadrate und ändert die Zeidhen 
wie eben bemerkt, so wird 

«"+ a;i^r^*+ oj \x^+ o; \x^+ oj ]a^+....^0 
— 2ai i — 2aia,/ — 202O4I —20305 

+ 2ä4 ' +2ai05| +202O6 

— 2o6 ' — 201O7 

+2ae 
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die Gleichung sein, dereu Wurzeln a\ b\ & etc« sind. Diese Form giebt 
eine hdcbst einfaclie und übersichtliche Rechnung. Der Coefficient einer 
Potenz von x in der neuen Gleichung^ wird gebildet durch die Verbin- 
dung des Quadrats des CoefTicienten derselben Potenz in der schon be- 
rechneten Gleichung, mit den doppelten Producten je zweier gleich weit 
zu beiden Seiten von ihm abstehender CoeflGcienten , die letzteren regel- 
mäfsig mit abwechselnden Zeichen genommen. 

Eine ähnliche Ableitung kann mau auch für /^ = 3 machen. Da jedes- 
mal, was auch p, q und r sein mögen, 

{p-^-q + ry = /^' + 9' + r^+3(;i + 9 + r)(/;y + ^rr+pr)-3/;yr 
ist, so wird auch immer, wenn Z' + y + ^^^O, 

P'+9^ + ^'— 3/^9r = 0. 
Wenn man also in der gegebenen Gleichung statt x....x^ schreibt, wo- 
durch die linearen Factoren werden x^'\'a, x^-\'h und hier die War- 
zelgröfsen wegschafft, so erhält man die Factoren j? + ^^ ^ + ^^ ^ + ^% 
ohne dafs es nöthig wäre, die Zeichen nachher noch zu ändern. Zu die- 
ser Wegschaffuug ist es nach der eben angeführten Gleichung nur erfor- 
derlich, die Gleichung in drei solche Theile zu theilen, dab der Cubus 
jedes einzelnen und das Product aller drei frei von einer Irrationalität ist. 
Solche Theiie können immer sein: 

x^ -^a^x^'^a^x^ + •,.. sss il 

üü? Zlnf """^ 

aix ' -{-a^x ' + a-ix^ ....... a= B 

n-^ 11-4 n— « 
CLiX^ +as^ * + v68« * 0= C. 

Denn sie werden 



x^ { l+a^Är^^ + OeX-*-...} s= il 

X^ {ota + asap^^ + Ogjp-^...,} e» C, 

die offenbar, jeder für sich zum Cubus erhoben, und mit einander moUi- 
plicirt, frei von einer Iri^ationalität sind. Bildet man also 

2l^ + JS' + C^— 3J[fiC; 

so werden die ersten Glieder 
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+ (aj + 3aja4 — Sag «5 — SaiOjOa — Soj 04+ SaJ + 3ao)flr'^* 

— 3ot2ÄiÄ4^"^3ct2Ct7— 3(Ä4(Ä$ -|-6ajCt6"|"3(Xö j 

Der Yortbeil der Kflrze und EiDfachbeit ist so entschieden bei dem 
Falle p = 2 y da(s weder das bedeutend langsaioere Fortscbreiten der Po- 
tenzen 3,49 8, 16 etc., verglicben mit 3, 9, 27 etc., ibra Eintrag tbut, noch 
selbst der Umstand, daCs für p gleich einer geraden Zahl, der Unterschied 
zwischen einer positiven und einer negatiren Wurzel gleich anfangs ver* 
schwindet) während eine ungerade Potenz ihn bestehen läfst. Wenn man 
die Wurzel ihrer absoluten Gröfse nach kennt, und nur das Zeichen un- 
gewifs ist, so reicht eine einfache Substitution, wobei man die geraden 
und ungeraden Potenzen von x von einander trennt, sogleich hin, um 
daräber zu entscheiden. Sonst könnte man auch durch Substitution der 
nächsten positiven und negativen Grenzen in runden Zahlen um so un- 
bedenklicher darfiber sich versichern, als man alle andern Wurzehi gleich* 
zeitig kenneu lernt, und folglich die Grenzen stets so nehmen kann, dafs 
nur die eine Wurzel innerhalb derselben vorhanden ist 

Eine solche Substitution des zuerst gefundenen Werthes wird man 
doch nicht vermeiden können, abgesehen von der Prüfung der Richtig- 
keit, die sie gewährt, da es niemals rathsam sein wird,, gleich anfangs die 
Grenze der Genauigkeit, bis zu welcher man gehen will, mit einemmale 
zu umfassen. Die Rechnung mofs mit Logarithmen ausgeführt werden. 
Aus einem später zu erwähnenden Grunde sind Logarithmen von fünf De- 
cifflalen, in jedem Falle, wo man eine grofse Genauigkeit haben will, vor- 
zuziehen. Angenommen daher, was später immer vorausgesetzt werden 
soll, es werde die erste Rechnung mit Logarithmen von fünf Decimalen 
und 80 ausgefährt, dafs man nach Potenzen von 2 fortschreitet, so kann 
man sowohl im Voraus fibersehen, wie weit man gehen, wie viele solcher 
Rechnungen man machen mufs, als auch das Verfahren, wie der gefundene 
Werth am bequemsten verbessert wird, angeben. 

. Die Grenze fiir alle Wurzeln wird erreicht sein, wenn das Quadrat 
jedes Coefficienten, so gegen das doppelte Prodnct der ihm zur Seite ste- 
henden öberwiegt, da£s das letztere auf die fänfte Decimale keinen Ein- 
flnb mehr bat, oder bei Logarithmen von fünf Decimalen kleiner als der 
100,000** Theil des ersteren ist. Das grö£ste Product, wenn man sich der 
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Grenze einmal schon genabert hat, werden immer die beiden nicfaaien 
Coetndenten geben. Denn wenn die Beihefolge der Coefficienten 

ist, 80 wird för den mittelsten der Werth in der nenen Gleichung werden : 

wo das zweite Glied zum dritten sich verhält wie c* : /*% dagegen das 
erste zum zweiten wie if'*:2^* Ueberhaupt kommt man sehr bald dahin, 
daCs die folgenden Glieder nach dem zweiten unbeträchtlich werden. Soll 
aber das zweite gegen das erste verschwinden, so daCsi es nicht mehr in 
Bechnung gebracht werden kann, so rnuCs 

100,000 •e^<iJ'' oder (4y> 200,000 

d. h. 

5,30103 

• 

ffienoB ergiebt sich für die Werthe 

— = 1,1 m =s 128 a= 2' 

— = 1,01 m =3 1227 < 2" 

e 

— CS 1,001 m = 12215 < 2^* 

und bei ^«n grö£seren — oatflrlich eine nm so viel geringere AnsaU 

von Operationen. Es folgt hieraus, dafs man in der Regel mit sieben Um- 
formungen völlig ausreicht In dem ungewöhnlichen Falle von so äulserst 

d 
nahe liegenden Wurzeln, wie (ur — = 1,01 oder 1,001, würde man doch 

nur elf und vierzehn Operationen gebrauchen. Allein es wird später ge» 
zeigt werden, dals Fälle solcher sehr nahe liegenden Wurzeln, nach der 
Art der gleichen Wurzeln behandelt werden können, so dafe man die Ope- 
rationen gar nicht nöthig hat so weit fortzusetzen, bis die Wurzeln selbst 
von einander getrennt sind, sondern nur so weit, bis ihr Prodact sich von 
den Producten der übrigen Wurzeln mit einander unterscheidet Bei häu- 
figen Anwendungen ist mir kein Beispiel vorgekommen, wo, auch im un- 
günstigsten Falle von sieben Wurzeln, die sämtlich zwischen 1,1 und 1,6 
lagen, mehr als acht Operationen nöthig gewesen wären. 
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In der Regel wird man bei einer Rechnung mit fönf Decimalen, nach 
Aoraiehung der m^" Wurzel, den Werih der Wurzel sehr genau erhalten^ 
so daCs die fdnfte Decimale immer sicher, und meisienlheils selbst die 
sechste es ist. Dieses scheint daher zu kommen, dafs im Anfange, bei den 
ersten Operationen, die Coefficienten sich aus mehreren Tbeilen zusammen- 
setzen, 80 dafs die Ungewi&heit der letzten Stelle verringert iifird; weil 
selten alle Fehler der letzten Decimale auf eine Seite fallen. Bei der Aus- 
ziehung der m**" Wurzel dividirt man aber auf einmal mit einer grolsen 
Zahl, und vermindert so die üngewiisheit der letzten Decimale. 

Bei dieser sehr grofsen Annäherung an die Wahrheit, bis auf den 
100,000'^'' Theil des Ganzen, kann man unbedenklich den Taylorschen 
Lehrsatz oder die Newtonsche Approximationsmethode anwenden; denn 
die Unsicherheit derselben findet nur dann Bidiiy wenn der Werth, von dem 
man ausgeht, nicht blofs einer, sondern mehreren Wurzeln sehr nahe ist. 
Nach dem Taylorschen Satze wird für 

fX SS jXiy -j -j^ ßXi) 4- • • • • 

Hat fx die Form , in der die Gleichungen immer als gegeben angesehen 
wraden 

oder Xo^ = iwrj +(n— l)a,xr* + (w— 2)a,<""^+.... 

Hat man also die Substitution von jt^, dem gefundenen genäherten Wert he, 
in die Gleichung gemacht, wovon das Resultat mit [x^] bezeichnet wer- 
den möge, so multiplicirt man jedes Glied mit den Exponenten der Potenz 
von Xf die darin vorkommt; das Resultat dieser Operation möge mit [nx^] 
bezeichnet werden; dann wird 

— - Älg^o--[jj^i», 

wo M der Modulus des briggischen Systems ist, dessen logar. ss % 
Auf diese Weise wird man ohne eine gröfsere Mähe, als die Substitution 
des Werthes von Xo in die Gleichung, den Werth von \gx so genau er-^ 
halten, als Logarithmen von 7 Decimalen ihn zu geben vermögen, da die 
Muttiplication mit den Exponenten kaum in Betracht kommt. Eine gröbere 

Grell«*! Jovml d. M. Bd. XXH. Hft 3. 26 
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Genauigkeit wird kanm je verlangt werden , und kann, wenn sie ge^ 
wilnscbt wird, auf dieselbe Weise erhalten werden. 

Betrachtet man zweitens den Fall^ in welchem alle Wurzeln imaginär 
sind^ und unter diesen wiederum keine mit der andern zusammenfallend| 
so wird es, um mit imaginären Gröfsen nicht in der Rechnung zu thun zo 
haben, am gerathensten sein, von den trinomischen Factoren auszugehen^ 
in welche sich jede solche Gleichung zerlegen lassen muls. Sei die all- 
gemeine Form eines solchen Factors 

wo y bei imaginären Wurzeln stets reell ist, so sind die beiden linearen 
Factoren dieser Gröfse bekanntlich von der Form 

j?+a + ßir — 1 uud jp + a — ßi^ — 1 
oder auch, wenn 

ap-|-^(cos^ + s'"?^ V^ — ^) ^"d j?+y(cos^ — sinCP/" — 1) 
so dafs g = /(a*+j3^) und f =^ 2goos(p^ 

folglich für imaginäre Wurzeln oder bei reellem (P stets 

Werden aus solchen Factoren die Factoren hergeleitet, welche die m^" Po- 
tenzen der Wurzeln enthalten, so werden diese letzteren^ wegen 

(cos(p + sin^ /" — 1)"* =s cosm(p + sinm(p ^ — 1^ 
Tollständig werden: 

jF+^'^(^<^snw^-f-sinm^/' — 1), ap-f-y^(cosiw^ — sininip/* — 1)^ 
woraus der trinomische Factor entsteht 

x^ + 2^'^ cos m(p X + g^'^j 
oder wenn man ihn bezeichnet durch 

so wird wiederum bei imaginären Wurzeln 

d. h» fm kann nie gröfser als ^g*^ werden, abgesehen vom Zeichen* Es 
kann nämlich f^ = 2g^ werden^ wenn m(p ein Vielfaches von 7 ist, und 
wenn es dieses einmal geworden ist, so wird es bei der Erhebung in das 
Quadrat oder die höheren Potenzen, stets diesen Werth bebalten» Imagi- 
näre Wurzeln geben in diesem speciellen Falle dasselbe Resultat, wie 
gleiche reelle» In allen andern Fällen aber wird f^ , je nach dem ver- 
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scbiedenea Werthe von cosm^^ bald ab-, bald zunehmen, im Zeichen 
wechseln, stets aber der absoluten Gröfse nach kleiner als 3^"* bleiben. 

Hat nun eine Gleichung lauter imaginäre Wurzeln, so wird sie das 
Product lauter solcher trinomi^icher Factoren sein, in welchen /*<C2y ist. 
Die Form dieses Productes wird, wenn die einzelnen Factoren sind, 

^' + P?+/, ^'+r^+y% a7^ + r^+/'* etc., 

und, wenn die obige Summen - Bezeichnung beibehalten wird. 






Dafs diese Form die richtige ist, wird man aus den einfachen Gesetzen 
der Mnltiplication ableiten können, und dafs namentlich in den letzten Glie- 
dern die /* einzeln, oder zu zweien, oder zu dreien mit' dem ff conibiiiirt 
vorkommen müssen^ eben so wie in den ersten Gliedern, so da(s das zweite 
ond vorletzte, das dritte und drittletzte etc. einander in Bezug auf den Grad 
der f, die mit einander und den ff multiplicirt sind, entsprechen, wird man 
sogleich übersehen, wenn man die trinomischen Factoren so schreibt 

^^[i + ±a; + j,x^], y'«{l + ll;r + ^x'} etc. 

uod sie dann mit eioaDder maltiplicirt. 

Werden nun aus einer solchen Gleichung die Gleichungen hergelei- 
tet, deren Wurzeln die m**' Potenzen der ursprünglichen Wurzeln sind, so 
geht f über m f„, f in f„ etc. , ^ in y*", y'* in g'^" und die neue Glei- 
chnng wird folglich die Form haben: 






+ / V" • • • -y^'^'" •= 0- 



«6* 
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Nimmt man hier wiederom zur leichtern Uebersicht des Ganges an, dafs 
ff der gröfste Modul (nach der gewöhnlichen Benennung), jf' der nächst-- 
grö&(e, ff'' der folgende u. s. w., oder dafs 

^>/. ff^>ff'', /'>/" •••• 

und kein Modul dem andern gleich ist, und hetracbtet man zuerst die 
Glieder, in welchen die Potenz eine gerade Zahl ist, so wird bei ihren 
CoefScienten das jedesmal vorkommende^ von allen /)„ ganz freie Glied 

••••[^'^^'^^^'^••••]> g»Dz ähnlich wie bei den reellen Wurzeln^ bei ver- 
größertem m zuletzt äbergehen in 



i^^W".--- 



.2m, ->m _>a»» 



SO dafis für [/*] geschrieben werden kann /% für [^^^' J. — /V 
u. s. w. Neben diesen Summen kommen abef noch theils solche Summen 
vor, in denen mehrere ff mit mehreren f verbunden sind, oder auch solche, 
wo nur f darin enthalten sind. In allen diesen Summen mässen die f im- 
mer in gerader Zahl vorhanden sdn. Substituirt man hier für jedes f^ 
seine äulserste Grenze 2^*^, so wird das Resultat zuverlässig unmer grö&er 
oder gleich grofo mit dem eigentlichen Werthe, und die Grenze, der sich 
mit vergröfisertem m diese Summen nähern, wenn man in ihnen jedes fln 
mit üff"^ vertauscht hat, kann nie überschritten werden. Hiernach wird 
bei dem Coeffidenten von x^'*"^ die Summe [fmfüt] niemals die Summe von 
4 [ffmff'''] fiber^chreiten können, folglich wird auch die Grenze dieser letz- 
ten Summe bei vergröfsertem m, nämlich die Gröfse ^ff"^ ff*^ selbst der 
äufserste Grenz werth für \fnifn\ sein. Von den beiden Theilen aber^ ans 
denen der Coefficient zuletzt allein besteht, 

wird auch der zweite zuletzt verschwinden müssen gegen den ersten, 
sobald 

r > 4^'"t 
d. h. sobald ^ 

ff >/^^4, 

denn in einem solchen Falle wird irgend einmal, wenn m erhöht worden 
ist zu fnf!, ff^ ganz und gar überwiegen. Die Zahl 4 unter dem Wurzel- 
zeichen ist unabhängig von der Potenz m, und bleibt für alle Werthe der- 

selben cons(ant, folglich wird sich ^^4 der Einheit immer mehr und mehr 
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nähera, und zuletzt so ganz damit zasammenfallen , dab die Bedingung 
y >^V* abergeht in y >/. So z. B. ist für m = 128 

V^4 = 1,011. 
Es gebt demnacb, sobald s^S' ^^^ Coefficient von ^r^**^, 

[y'T + [fM aber in /-. 
Ganz dieselben ScblQsse lassen sich bei allen Coefficienten machen, welche 
mit geraden Potenzen verbunden sind, und man braucht bei ihnen immer 
nur die Summen, welche lauter g enthalten , zu vergleichen mit den Sum- 
men, in welchen zwei f mit den g verbunden sind. Kommen nämUch 
mehr f als zwei in der Summe vor , so gehören sie noih wendig zu klei- 
neren g als die sind, welche in den Summen vorkommen die nur g ent- 
halten. Im Allgemeinen werden mit vergröfsertem m die Coefficienten der 
geraden Potenzen von x, ganz wie bei den reellen Wurzeln, fibergehen in 

y^ g'^^g'""", ir^V^"'" etc. 

Die Coefficienten der ungeraden Potenzen von x enthalten kein Glied, 
in welchem nicht wenigstens ein f^ vorkäme, und da jedes solche f^ 
schwankende Werthe bat, selbst Null werden kann, oder doch einen sehr 
kleinen Werth erhalten, so können diese Coefficienten auch bei noch so 
groCsem m nie einer bestimmten Grenze sich nahern, den Ausnahmefall 
ausgenommen, wenn m(p ein Vielfaches von tt ist, welcher, da er mit den 
gleichen reellen Wurzeln zusammenfällt, später betrachtet werden soll« 
Bei lauter imaginären Wurzeln und ungleiohpn Moduln wechselt ein un- 
bestimmtes Glied stets ab mit einem solchen, welches den Werth eines 
neuen g'^'^ zu den vorigen hinzufögt. Wenn folglich die Grenze, in welcher 
die Endform stattfindet, erreicht ist, worüber man eben so wie bei den 
reellen Wurzeln durch den Gang der Bechnung unterrichtet wird, so hat 
die Gleichung die Form 

wo durch f^j f^y f^ der schwankende Werth der Coefficienten bezeich- 
net wurd. 

Man findet also ganz auf dieselbe Weise, wie bei den reellen Wur- 

zeln, durch successive Divisionen erst ^"^y dann ^ E, ■ = g'^'^ u. s. w. So 
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dafs jetzt bei bekannten ff die zu jedem Modul gehörigen f noch zu be- 

«tiowien sind. 

Hiezu bietet die gegebene Gleichung selbst weit mehr Bedingungs- 
gleichungen dar, als nötbig sind, so dafs sich a priori übersehen läfst, dafs 
die verschiedenen /* jedesmal linear und ohne Zweideutigkeit sich bestim- 
men lassen müssen. Eine Gleichung vom 2n^^'' Grade, in der alle ff be- 
kaunt sind, enthält in ihren 2n + 1 Gliedern Sit Coefficienten^ tu denen 
die unbekannten Gröfsen f an der Zahl n enthalten sind, und aus welchen 
sie bestimmt werden können. Von dieseu Coefficienten ist einer, der letzte, 
frei von allen /> vou den noch äbrigen Qn — 1 sind zwei, der zweite und 
vorletzte, vom ersten Grade in Bezug auf die f; zwei, der dritte und dritt- 
letzte, vom zweiten Grade und überhaupt sind immer zwei gleich weit 
vom Anfange und Ende abstehende Coefficienten von gleichem Grade in 
Bezug auf die f, durch alle Grade hindurch, bis zum (n — ly*" inclusive; 
der mittelste alleinstehende aber ist vom it^^'' Grade. Man kanu deswegen 
zur Bestimmung der / so verfahren , dafs man aus 

a, = in «nd a,,., = [yV'----y''-'^*r"'^J 
fiwei f linear als Function der übrigen und bekaunter Gröfsen bestimmt 
Es mögen dieses etwa f und /^ sein. Substituirt man diese Wertfae in 

80 bat man zwei Gleichungen vom zweiten Grade, aua deren Veroindung 
sich ein drittem jT, etwa f'\ linear als Function der übrigen finden \a(si. 
Dieses geschieht unmittelbar durch die Division beider Gleichungen in ein« 
ander, bis ein Ausdruck übrig bleibt, der nur noch die erste Potenz von 
f^' enthält. Die Substitution dieses Werthes in eine der Gleichungen, ans 
der er hervorging, wird eine Gleichung vom 4'^ Grade geben, aus wel« 
eher die drei ff*f" verschwunden sind, und wenn man die Wertbe die- 
ser drei Gröfsen in die Coefficienten von ar^"-' und x' substituirt, so bat 
man zwei neue Gleichungen vom 6'""* Grade, die in Verbindung mit der 
vom 4*^" Grade wieder linear zwei neue f als Functionen der übrigen be- 
stimmen lassen müssen. Allein auf diesem Wege wird man doch böeh^ 
stens noch ein viertes fy etwa f", bestimmea können, oder also nur ia 
dem Falle von 8 imaginareu Wurzeln Gebrauch davon machen können. 
Denn die EHmiuation voo f' aus einer Gleichung vom 4^ nnd vom 6^ 
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Grade wird mindesteus zu einer Gleiebung vom 24*^'"' Grade fObreii» die 
sich nicht mehr bebaadela lafst. In der Praxis wird der Grad noch höher 
steigen. Denn wenn man sich nicht die Mühe geben wUi, die symmetri- 
schen Functionen der Wurzeln zu bilden^ sondern den Weg der Division, 
der auch der einzige wirklich anwendbare sein möchte , wählt, sa wird 
man bei der Verbindung einer Gleichung vom nC^"" Grade mit einer vom 
n^ in der Regel so viele überflüssige Factoren einführen müssen^ dafs 
die Endgleichung, in welcher die zu eliminirende Gröfse nur noch auf der 
ersten Potenz sich befindet, in Bezug auf die übrigen darin, enthaltenen 
Unbekannten, vom (m-f^ — 2)^'' Grade ist, also durch die Substitution des 
aus ihr erhaltenen M^erthes nothwendig einen höhern Grad als den mn^*^ 
erreichen läfst, wenn m und n die Potenz 2 übersteigen. Man wird des- 
halb höchstens bis zur Bestimmung von vier f diesen Weg einschla-* 
gen können. 

In der That scheint es aber auch in der Natur der Aufgabe zu lie^ 
gen, dals eine gewisse Weitläufigkeit nicht ua vermeiden ist. Denn wenn 
auch nur n Gröfsen f gesucht werden, so würde doch eine Gleichung 
vom n^^'' Grade allein nicht dem Probleme genügen, wenn man sie auch 
aufstellen könnte. Man verlangt nämlich nicht blofs die Werthe der ver-« 
scbiedenen f selbst^ sondern man verlangt den Werth eines jeden bestimm- 
ten f^ was einem bestimmten g angehört. Sonach möchte es wohl die 
einfachste Auflösung sein, die sieb erwarten läfst, wenn man eine Gleichung 
angiebt, die, je nachdem mau den Werth eines bestimmten g in sie hinein 
substituirt, auch jedesmal das zugehörige f giebC. Diese Gleichung mufs 
vom n^° Grade win, da in dem Falle, dafs sämtliche Moduln g einander 
gleich wären, während die Winkel (f> und folglich die f verschieden sind, 
die n Werthe von f aus den Wurzeln der Gleichung sich ergeben müfs- 
ten. Kann man damit eine ähnliche Gleichung niederen Grades verbinden, 
die bei gleicher Substitution des bestimmten y jedesmal als gemeiuschafit- 
liehe Wurzel mit der ersten Gleichung den verlangten Werth von f hat, 
so dafs man durch einfache Division den W^erth von f linear findet, und 
läfst sich diese Division mit der gröfsten Bequemlichkeit in jedem Falle 
ausführen, so scheint die Aufgabe so einfach gelöst zu sein, als die Natur 
des Gegenstandes es erlaubt. 

Solche zwei Gleichungen erlangt man auf die einfachste Weise. 
wenn man die allgemeine Form der imaginären Wurzeln in die gegebene 
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Gleichaog Unein sobMitairt EIo Werth 

X = r(cos(P+a[in^/' — 1) 
giebt, wenn man ihn in die Gleichung 

»etzt, darch Trennung des Imaginären vom Reellen, oder, indem man den 
zweiten Wertb jsrs=sr(cos(p — sin^/* — 1) ebenfalls einfährt, und die Re- 
sultate beider Substitutionen verbindet, zwei Gleichungen: 

= r^cos2n^ + air^"-^cos(2ii— l)^ + a2r^"-'cos(2n— 2)^,... 

+ c62«.ircos^+aj„ 
= r'''sin2ii^ + a,r^»sin(2ii~l)(p+a2r''"''8in(2ii— 2)^.... 

+ Oan-i ^ sin (p. 
Multiplicirt man die erste mit eosn^ und die zweite mit tAnnfp und ad- 
dirt beide Producte, und multiplicirt man nachher auch die erste mit sin nCP 
und die zweite mit cosn(P und subtrahirt das erste Product Yom zweiten^ 
so erhalt man die zwei Gleichungen: 
c= r^cosnCP + a^r^^cosCii— l)^+a2r^""*cos(ii— 2)(p.... 

+ a2n^2^^Cös(ii— 2)^ + a2n-.i^cos(ii — l)(P+a2„cosii(p 
S5 r^sinii^ + air^-^sinCii— -l)^ + a2r2„^2sin(ii— 2)^.... 

— «2^-2^ siö(w — 2)^— o^n-iT sin(n— 1)^ — a^ sinn^. 
In diesen enthalten immer die gleich weit vom Ende und vom Anfange 
abstehenden Glieder einerlei Sinus und Cosinus. Vereinigt man diese und 
man also 

1 +a2nr-'* = ß 1 — a^nr-'" = 7 

tt2 + a2«.ar-^^-*^ « ßa «2— a2«.2r-<^'-*^ = 72 






Ä/i +Äii ^= ß»i 

80 werden die beiden Gleichungen, wenn man sie mit r^"" divldirf, 

= ßcos +|^cos(ii— l)(p + ^cos(ii— 2)(P-.., + ^co8(P + A 

= 7sinii<P+-^sin(ii— 1)(P+ J|^sin(ii— 2)(P-... + ^sin^. 

Es lassen sich aber durch die bekannten Reihen die Cosinus and 
Siuus des vielfachen Winkels als Functionen der Cosinus und Sinus des 
einfachen ausdrucken, und für n gleich einer ganzen positiven 2jabl ist 
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allgemein, ^enn man alle negativen Potenzen der Cosiaas ood Sinns des 
einfachen Winkels wegläüst: 

cosii(p s= 2"-*cos(P"— j2"-*cos(p»-»+^^^2"-»cos(p"-* 

_ »(«^^) 2-7cos(p-* + "^"~t;jr.lT"^ 2'-cos<p«--. etc. 
?5^ s 2»-'cos(p'^— ^2"-'cos(P'-'+ ^"~?^;'"^^ 2'^coB<p'^ 

Snbatitnirt man diese Reihen in den beiden letzten Gleichungen) so 
erhält man: 

=a 2"-*ßoos^ + ^2»-«cos^"-*+^2"-»cos®»-' 



— -j-2"-»|3cos^»^ 
+ ^2"-*cos^+ ^2»-'cos^''-* 
^ Ä2-«cds^-»— ^^ ^2"-»cos(p 

1 ' r ^ 1 r* ^ 



+ ^i^^ß2'-'cos(P"-«+....etc. 



s-s 2«-»ycos^'-*+^2"-»cos^»-'+^2"-»cos^»-' 



^^7 2»-» cos ^ 



!>•— 5 



+ ?42"-*cos^^+ ?^2'^cos^»-* 
_- !L=i Zl 2»-*cos(p"-*— ^^^^ -2^ 2-« cos<fr^ 

~^-^^=f;^V2"-»co8(p-» + ....etc. 

« 

Man wfinsclit aber eigentlich nicbt eostp zn erhalten, sondern die Grdfse f 
des trinomiachen Factors der beiden imaginären Wnrzeln, also nach der 
angenommenen Form jps=r(cos(p + sin(p/ — 1) die Gröfse 

— 2rcos(p = t 
Mnltiplieirt man deshalb , um < als Wnrzel zn bekommen, die Glieder bei* 
der Gleichungen nacheinander mit 

(— 2rn (-2r)S (~2r)S (-2r)^ 

80 werden sich beide Gleichungen durch 2"*"^ dividiren lassen, und die 

CreUe's Jonnal d. M. Bd. XXJI. Hft. 3. 27 
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Bndform wird mit Weglassong aller negativen Potenzen von / aein: 

— r»(nß«»-»— (n— l)ß,r-» + (ii— 2)ß,r-* } 

— r' {(n—2)7r-'— (n— 3)7, r~* + («— 4) 7, f-» . . . .} 
+,*{(!iz:^-l)yr--lii=^i)7, /-....} 

^( (»-4)0i-5)(»- 6)^.,,,, (,»-5)(»-6)(»-7) ,. ^ l 
— r- ^ j-273 7 f 172: 3 7i » ""] 

^^| (»-5)(>>-6Kn-7)(^ ^ 

WeDD in dieWerthe der |3 und y^ und in diese beiden Gleicbangen 
för r ein bestimmtes ^ substituirt ist, aa werden beide Gleichungen eine 
gemeiüsehaflliebe Wurzel für i geben müssen^ welche nichts anders als 
der Werth des f ist, was zu dem substituirten y gehört. Die sämth'chen 
Ausdrficke sind höchst einfach. Der Grad der Gleichungen ist nicht höher 
als unumgänglich nöthig, und die Division läfist sich, wie sogleich gezeigt 
werden wird, mit der gröfsten Leichtigkeit vermittelst der Logarithmen 
ausfuhren, so dafe man ohne Muhe aus dem gemeinschafUichen linearen 
Divisor beider Gleichungen den Werth von f ohne Zweideutigkeit erhält. 
Gehören mehrere f zu demselben Wertbe von ff, wenn nämlich mehrere 
Paare imaginärer Wurzeln gleiche Moduln haben, so wird der gemein- 
schaftliche Divisor ein quadratischer, oder cubischer. Die Wurzeln mfissen 
in diesem Falle stets reell sein und die verschiedenen Wertbe fär die ein« 
seinen f gebeiK 

die einfacheren gewöhnlichen Fälle sind die Formeln folgende: 

Vier imaginä r e Wurzeln*^ 

i+a^r^ = ß 1 — a»r-* = 7 

Ot + c^r^ = ß^ Ol — fl^r^* = 7t 

202 = ßa 

Oc=ß^-.ß,# + ß,-2ßr» 
= 7'~7i* 
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Hier reicht die letzte GleichuDg Acbon allein aas. Die erste kann als Prd- 
fmig der Beclmaog gebraucht werden« 

Sechs ünagifiäre Wurzeln. 

02 + 04^^ = ß« Oj — o^r^ = 7t 

Scb = ßs 

Ä 7/* — 7i/ +72 — yr\ 

Acht imaghkäre Wurzeln. 
1 ^(hr'^ = ß 1 — «8^^ = 7 

di^diT^ = ßi Äx — a7r-^ = 7i 

0^2 + a,r^ as j5j Oa — Oer^* == 72 



«3 + «5^^ = ßj ttj — Osf^* c=5 7, 

= ß^*-ß./^ + (ß2— 4ßO<»— (ß3-.3ßxf^f + ß4— 2ß2r» + 2ßr* 

= 7'' — 7i«'— (7i~^70'— (7i— 7iO- 

Es wArde keine Muhe machen^ die Division in Zeichen wirklich 
auszufahren und den Ausdruck von / als Function von r^ und den ß un^ 
7 hinzusetzen. Allein es ist weit bequemer , die Division numerisch mf^ 
machen. Denn vermittelst der Gaulsischen Tafeln, welche aus den Loga- 
rithmen zweier Zahlen sogleich durch einmaliges Eingehen den Logarith- 
men 4er Summe und Differenz ganz strenge finden lassen , und die beson« 
ders für Logarithmen von 6 Decimalen höchst bequem sind (för 7 Deci- 
malen ist mir der Gebrauch dieser Tafeln nicht so bequem vorgekommen, 
doch kann es Mangel au Uebung sein), dividirt man solche Gleichungen 
mit einer Leichtigkeit in einander, die nichts zu wänsch^ übrig läfst. 

Bei den Gaufsiscben Tafeln wird der Lqgarithme von a±h ge- 
funden dadurch, dafs man zu dem Logarithmen der gröfsten Zahl eine aus 
den Tafeln genommene hinzulegt oder abzieht. Die Form ist ako all- 
gemein 

lg(a + ft) = lgö±B, 

wo B mit Iga — Ig 6 gefunden wird. Man bestimme nun die Logarithmen 
sämtlicher CoefEcienten beider Gieichungen, und bringe sie durch Ab- 
sieben von Igß in der ersten , und lg 7 in der zweiten Gleichung auf 

87* 
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die Form 

= r — j^-'-^ + ^r-^— j''f^5 ^^_ 
= /«-» — ^r-^ + ^T-' — f''/'-* .... 

Hier bedeuten die S and s die Logarithmen der Coefficienten , denen die 
Zeichen ebenso Mrie den Zahlen vorgesetzt werden. Geht man nun mit 
S. — € oder 6 — ^ in die Ganfsischeu Tafeln ein, und ebenso mit S^ — £^ oder 
€' — S^' etc.) so erhält man die verschiedenen- If, die gehörig unter e s^ e'^ 
gesetzt werden 9 und nach den Zeichen mit dem gröDseren Logarithmen 
verbunden geben 

= ^r-^ + ^T-^ + ^^T-^.... 

Diese Gleichung bringt man wieder durch Abziehen von ^ auf die Form 

^ r-' + 9/»-2^fl'/'^ .... etc. 
und verbindet sie auf dieselbe Weise mit der Gleichung vom (n — l)^*" 
Grade. Auf dieselbe Weise fährt man fort, bis man zu dem linearen ge- 
meinschafllichen Factor kommt, der gleich Null gesetzt, den Wertb von f 
giebt. Das Schema ist also folgendes: 

= ßr — ßir-' + (ß2— ii|Sr')r-' etc. 

= yr-^ — 7i<'^^-i-(y2— (^— 2)7r')r~^ .... etc. 

Hieraus werden zuerst die Logarithmen statt der Zahlen gesetzt, die Zei- 
chen der Zahlen aber beibehalten, und dann wird nach und nach gebildet 

= r +U'^' + ^r-^ + S"r''^ .... 

B B' B" 



... 



Bi Ol Bg «... 



• • • V 



XP^ ^^2 *^^2 9 * * * 



= r-' + \r-* + K't"^ + v/«^ .... 

Die einzige Tafel, die man gebraucht bei dieser Division, ist die 
GauÜNSche für Differenz und Summe der Logarithmen, und die Haupt- 
Aufmerksamkeit wird auf die Zeichen gerichtet werden müssen, um gehörig 
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zo addirea oder zu rabtrahireo, und dem Resultate sein ihm zukommendes 

Zeichen zu geben« 

Die beiden Gleichungen zwischen t und r haben aber noch eine 

weitere Bedeutung, die für die Auflösung der Gleichungen im allgemeinen 

Ton Wichtigkeit ist Denn wenn gleich sie aus der Form der imaginären 

Wurzeln abgeleitet sind^ so gelten sie doch fär alle trinomiscfae Factoren^ 

auch für die, deren Wurzeln reell sind. Wenn für irgend welchen tri- 

nomischen Factor 

a?^ + ^0? -f- «^ 
der Werth von v bekannt geworden ist, und man substituirt ihn an die 

Stelle der r^ in ß, y und in die beiden Gleichungen, so giebt die Divi- 

mon beider in einander den Werth Yon t, der zu p gehört. Man kann 

nämlich die beiden linearen Factoren von a/^ -^tx^v jedelimal darstellen 

unter der Form 

Denn für ein positives v, oder /"r = einer reellen Gröfse ff, wird 

und da ^ in diesem Falle die Summe beider Wurzeln ist, so werden di 



Wurzeln selbst jfy und ^— , oder wenn man sie mit a und k bezeichnet, 

80 wird r = j/j-T y = ]I^j 9 = /"«*• 

Diese Form gilt für reelle Wurzeln, welche, wegen r positiv, gleiches 
Zeichen haben mössen, so wie fflr imaginäre, bei welchen let .en: 

Wenn aber v negativ, der Fall, wo die Wurzeln stets reell sein 
müssen, aber verschiedenes Zeichen haben, so wird 

und folglich 

i = a — J, 

wie es hier sein mufo. Substituirt man nun in die Gleichung 

a^^^ + aiay^-^ + aa«'""' +a^ = 

die beiden Werthe von x 

X = — gy und x = — y> 
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IM> erhält man zwei Gleichinigen 

Man moltiplicire die erste mit ^^"y~", die zweite mit <r*''y'i ^ wer- 
den sie 

y" — a.y-*r^* +aj^'y^* — .... 

y-" — a^y-^y-'-'J + <«2^'y-<-='> 

Legt man diese beiden letzten zusammen, und sobtrahirt sie von einander, 
so erhält man di^ zwei folgenden Gleichungen: 

+ a.ny-'"(y"+y-") = 

nnd 

(y-_y-) — ax^»(y»-*— y-^-'O + c,^' (/«-'— y-«"-«) 

--a»n_«r'"'~'>(y^'--y"^""'0 + a.«-i^^"'-''(y"-'--y-<'^*0 

--a,„^^-(y»— >-") = 0. 
Um hier die Glieder, welche gleich weit ab vom Anfang und Ende 
stehen, und die einerlei Potenz von y angehören, zu vereinigen, setze 
man wie oben: 

«1 + o,,-! ^'"-'> = ßi a, — a^, ^»"-'> = Y» 

«w + a«+i ^* = ß—i «—1 — a«+i y' = 7»-i 
2a, = ß„, 



80 erhält man die Form 

ß (T + y-") - ^ (y"-* +r-'"-") + ^ (y"-' + r-^"-*') - . . . . 

±p^Cy--y-') =0. 
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Es habeu nun aber die hrer voii^ommenden Fnnctioneo die Eigeimchafty 
wovon man aich durch nnmiitelbare Recbnang fiberzeogeo kann^ daCs: 

fär welche letztere Gleichung man auch schreiben kann 



ö- + r ') (^^^S=2) - (^=ES^ . 



£logt man slso voo den einfachsten Fonctlonen dieser Art an» so ist. 

y +y"** = — nach dem Obigen 

und allgemein, was sich ebenfaDs durch Prüfung bei dem Uebergange reo 
n auf n-f-l zeigen lafst^ mit Weglassung aller negativen Potenzen von t: 



•■ • • » 



^» ••' jn-2 -r 12 ^«-^ 1.2.3 jr»^ 

eine Reihe, die ganz der obigen Cosinus- Reihe entspricht, da ihre Ablei- 
tung auch völlig identisch mit der von der Reihe för cosntp ist 

Eben so ist 



y—y~^ 8 

y> — y-^ |1 



i 



" 2' 



T-jr^ 9* 

r—y~' 9* "9 
r—y 9* 9* 
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und aügemeia mit WeglassDDg aller negativen Potenzen von t: 

.y"-r^ — Ün^ — r« 0\^ ... (w~3)(n-4) <-* (n-4)(n~5)(»~6) <»-■' 
y — X"' ^ ^— * *>" '^»-»■'" 1.2 ^— »~ 1.2.3 ^'* 

Eine Reibe, die ^iederam mit der obigen Reihe fOr !!E!L£ jer Form nnd 
Ableitang nach identisch ist 

Substitairt man nnn diese Werthe in die obigen Gleichungen , und 
maltiplicirt sie nachher mit ^% so erhält man 

— /{ßn^"-^ — ß,(ii-l)r-^ + ß2(n^2)t^ . . . .} 



7<"-'— yi''^' + 72«''-^— 73«""^ .... +y». 



1 



—/(7(»—2)'~^—v-(»—3)'"-'+y.(«»— ♦)«*-• ••■•) 

das heilst ganz die obigen Gleichungen. Es ist klar^ daCs hier g^ nur 
statt r eingeführt ist, um ^v^=g bequemer zu schreiben. Auch kommen 
in den samtlichen Formeln nur Potenzen von g^ vor« Hiernach lafirt sich 
ganz allgemein folgender Satz aussprechen: 

Wenn in einem trinomischen Factor einer Gleichung 

x^ + ÄiOP^'^* + a2a?"*""* .... +02« = 0, 

der von der Form ist x^-^tx-^v, die Gröfse v auf irgend welche Art 
bekaont geworden ist, so findet man das zugehörige t, wenn man aetzt: 

1 +-55?^ = ß 1 ?!5L. -, ^ 



«» +■ 

• 


^n-2 


= ß2 




«2 — 

• 
9 




= y« 


• 


V 


= ß.- 


-1 


• 

fit;,-.! 


«n+t 


= 7- 


2 a, 




= ß« 











2a, = ß, 

und dann die gemeinschaftliche Wurzel der folgenden beiden Gleichungen, 
in welchen alle negativen Potenzen von / we^elassen werden müssen. 



auf bekannte Weise bestimmt: 
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— »{3nr-»— 0,(n— l)r-' + ß,(n— 2)r-* } 

+ p. jß 1(1^ r-*-ß/-^^V- - . . . . } 

_«3{ßll!i^i^r-*_....}etc. =0, 

^«»-»— ^,^-»+72«""'— 73 «"-*.. ..±7- 

— t>{y(n— 2)r-*— 7i(n— 3);"-*+7,(it— -4)/»-*....} 

-.^{7 »-*";-|'<'-'> <-' }eto. =a 

Ans diesem Satze folgt, om solches beiläufig kq erwälmen, eine Auf- 
lösung der Gleichungen des vierten Grades, deren Ableitung von den an- 
dern Auflösungen etwas verschieden ist. Wenn die Gleichung des vier- 
ten Grades heilst: 

so werden die Hälfsgröfsen ß und 7 gefunden durch: 

i+^ = ß 1-^ = 7 

«1 + -^- = ßi «1— v = 7i 

2 «4 = 02 

and die Bediogungsgleicbangen zwischen jedem v ood dem zugehörigen t sind ; 

ß/'— ß,< + ßj — 2ßr = 

7^ — 7i = 0. 
Die letztere lineare Gleichung giebt, wenn man die M'erthe von y and 71 
.sobstitairt, 

f. ^mm — — mm^ , 

y tii — a^ 

Es ist folglich die Gleichung entstanden aus dem Producte der beiden 
Factoren : 

Da hieraus folgt r r ^ = »4 , so lassen sich, wenn man diesen Werth 
substituirt, die Factoren auch schreiben: 

CreUe'f Jooniil d. M. Bd. XXII. Hft. 3. 28 
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deren wirkliche Multiplicatioo giebt: 

Man bat also zur Bestimmung von v und v' die beiden Gleichungen : 

•'+'''+(^i?)rife°-) = '«.- 

Führt man die Mnltiplication wirklich aus in der letzten Gleichung^ 
so läCst sich Alles durch v + v' und vv' ausdrucken, denn es wird 

' " ^vv' — (v + v) 

Setzt man also für vv* seinen Werth a« und bezeichnet 

so bat man die cubische Gleichung 

y'—a2y' + (aia3—4a4)r—(aj—4a2a4+ »*«♦)=: 0, 
aus deren Auflösung man y findet. Ist dieses gefunden^ so wird: 

und dann / und t': 

Die eubische Gleichung giebt für y mindestens einen reellen Werth. 
Hat sie nur eine reelle Wurzel, so wird fär diese jedesmal y'^ — ia^ eine 
positive Gröfse sein müssen, weil v und r' jedesmal reell gewählt werden 
können. Dieses wird der Fall sein, wenn die ursprungliche Gleichung^ 
8 reelle und 2 imaginäre Wurzeln hat. Man dunmt den reellen Werth 
von y und hat alles übrige ohne imaginäre Gröfisen bestimmt. Hat die 
eubische Gleichung drei reelle Wurzeln , so ist entweder fär alle drei 
y2 — 4a^ eine positive Gröfse, der Fall, wenn alle Wurzeln der ursprung- 
lichen Gleichung reell sind, wo es Sache der freien Wahl bleibt, welche 
Wurzel man nehmen wilL Oder es ist nur eine der drei reellen Wurzelo^ 
so groCsTy dafs y^ — id^ positiv wird, der Fall, wo alle Wurzeln der ur- 
sprünglichen Gleichungen imaginär sind. Eine solche mufs es jedesmal geben, 
weil V und v' immer auf eine Weise reell gemacht werden können, und wenn 
man sie wählt, so ist die Rechnung wieder frei von imaginären Gröfseiu 
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Sobald V and / gefanden «ind, so werden die einfachen Factoren 
des trioomiscben Factors am leichtesten auf folgende Art bestimmt, wobei 
drei Fälle zu unterscheiden sind: 

1) V positiv t<^2^v 

^y SS cos(P; a?^ + <a: + r s=s (jr -j- {cos^ + ^^^P / — 1} /^^) 

(x + {cos (P — sin (P vT — 1} /r) , 
t) V positiv t^2^v 
—^ = sin^; x^ + tx + v = (x + cotg^((>/'v){x + tg|^ vTr), 

3) V negativ 
—- = tg<P j x'-^-tx-^v ^ (x+ cotgi(P v^r) {X — tgi.(P /-r). 

Es wird hier bei /*r überall abgesehen von dem Zeichen, was v vor sich 
hat, and nur seine absolute Gröfse in Betracht gezogen. 

Bei der Anwendung dieses allgemeinen Satzes macht man den Grad 
der Gleichung immer zu einer geraden Zahl; wenn es nötbig sein sollte, 
durch Hinzufugung eines Factors (x-^-O) oder durch Multipljcation der 
Gleichung mit x^ wobei ^2» dann s=5 Null wird. 

Aufserdem kann bei der Benutzung der oben entwickelten Art, die 
V durch lauter gerade Potenzen der Wurzeln zu besliomien, der Zweifel 
entstehen, ob in den Irinomischen Factoren v positiv oder negativ zu 
nehmen ist. Will man diesem Zweifel ganz ausweichen, so bestimme 
man nicht die trinomischen Factoren der gegebeuen Gleichung selbst, son- 
dern die trinomischen Factoren der Gleichung, deren Wurzeln die Qua* 
drate der ursprunglichen Wurzeln sind, oder der ersten unter den abge- 
leiteten. Diese Gleichung wird nämlich zu Wurzeln haben 1) die Qua- 
drate der reellen Wurzeln der gegebenen Gleichung, die als Quadrate 
ihrer Natur nach positiv sind, und stets ein positives v geben müssen; 
2) die Quadrate der vollständigen imaginären Wurzeln der gegebenen 
Gleichung, die den trinomischen Factor x'^ -^2^'^ cos2(f>x -{- ff* geben, 
und also ebenfalls ein positives vj 3) die Quadrate der unvollständigen 
imaginären Wurzeln unter den gegebenen, x-^ff/^ — i, x — ff/^ — 1, wenn 
solche vorhanden sind, in denen ^ = 90^ oder überhaupt von der Form 
(n + ^)T, diese werden den trinomischen Factor x'^ — 2ff'X'^ff\ also eben- 
falls ein positives v geben; auch kann nie der Fall eintreten, dafs die 
beiden einzelnen Factoren (x — y^)(^ — ff'^) getrennt würden, und sich so 

28* 
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mit anderen zu einem negativen v verbänden, da die v stets ihrer Gröfse 
nach geordnet erscheineu, und folglich zwei gleich grolüse lineare Factoren 
sich nothwendig zu einem triuomiscfaen Factor vereinigen mflssen. Wenn 
man auf diese Weise die trinomiscben Factoren der ersten abgeleiteten 
Gleichung, welche etwa durch 

bezeichnet werden mögen, gefunden hat, wo V2 nothwendig stets positiv 
sein mufs, so hat man für die Factoren der gegebenen Gleichung 

r = ±/"r2, f = v^(;2 + 2 /!?,), 
wo die Vorzeichen zusammengehören, und wobei man auch noch den Fall, 
dafs t positiv oder negativ sein kann, in Betracht ziehen mufs. Bei reellen 
Wnrzelu wird sich dieses leicht entscheiden, und bei imaginären kann man 
auch immer direct die Factoren der gegebenen Gleichung selbst bestimmen, 
da V bei diesen immer positiv ist. 

Ueberhaupt ist diese Ungewifsheit über das Zeichen von v von kei- 
nem practischen Nachtheil. Denn der Fall, wo man bei reellen Wurzeln 
es vorziehen mufs, die trinomiscben Factoren statt der einzelnen Wurzeln 
selbst zu bestimmen, tritt nur ein, wenn zwei Wurzeln gleich, oder so 
nahe einander gleich sind, dafs sie erst sehr spät sich von einander tren-^ 
neu lassen würden. Unter gleichen Wurzeln werden alle die verstanden» 
welche der absoluten Gröfse nach ohne Rücksicht auf das Zeichen ein- 
ander gleich sind oder nahe kommen. Ein solcher Fall ist an sich schon 
sehr selten; wenn er aber eintritt, so giebt es ein fast immer unfehlbares 
Kennzeichen, das oder die r, die zu reellen Wurzeln gehören, von denen 
zu unterscheiden, die von imaginären gebildet werden. Denn da alle reel- 
len Wurzeln gleich in der ersten abgeleiteten Gleichung nur positive 
Wurzeln geben, so kann irgend ein negatives Zeichen überhaupt nur dann 
in irgend einer der abgeleiteten Gleichungen vorkommen, wenn die erste 
Gleichung imaginäre Wurzeln hat; und bei den verschiedenen Stufen, die 
m und mit ihm cosm(p durchgeht, wird auch fast immer in einer der ab- 
geleiteten Gleichungen in diesem Falle einmal ein Minuszeichen erschei- 
nen. Dieser Zeichen Wechsel wird einem oder mehreren CoefGicienten, in 
denen er zuerst sich gezeigt hat, wiederum in den meisten Fällen eigen 
bleiben, und kann besonders bei den höheren Potenzen der Wurzeln als 
ein sicheres Kennzeichen angesehen werden, dafs der Coefficient, welcher 
zuerst nach einem solchen Minuszeichen eine bestimmte Grenze erreioht. 
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den Modul eiuer imaginären Wurzel enthält. Man kann daher mit völli- 
ger Sieherfaeit schllefsen, dafs wenn vor einem Gliede, wodurch ein v 
bestimmt wird, ein anderes vorhergeht, welches bei den höheren Potenzen 
irgend einmal einen Zeichenwechsel dargeboten hat, das aus diesem Gllede 
erhaltene v notbwendig positiv ist, und wird nur bei den v, denen nie 
ein Zeichen Wechsel vorangegangen ist, über das Zeichen ungewifs sein 
können, und also auch nur in diesem seltenen Falle zu dem vorgeschlage» 
nen Mittel zu greifen brauchen. 

Endlich wird es in jedem Falle zweckmäfsig sein^ die beiden linea- 
ren Gleichungen in Bezug auf f, die aus dem Coeilßcienten ai und o^n^i 
hervorgehen, mit zu benutzen , so dafs man , vermittelst der zuletzt abge- 
leiteten Gleichungen, immer zwei f weniger als überhaupt erforderlich 
sind, bestimmt. 

Hat man auf diese Weise die erste Näherung für die Werthe von 
t und V, ebenfalls vermittelst der Logarithmen von 6 Decimalen erhalten, 
so ist es eben so leicht wie bei den reellen Wurzeln, die genaueren 
Werthe zu 'finden. Die Gleichung 



r;r=/ar, + ^/ia?, = [ara + [nar2]^^ 







findet auch biet statt Hat der trinomische Factor imagioäre Wurzeln, 
MTO folglich 

a^tt = — ^ü(co8^o + s»n(Po>r— 1)» K = — ^o(co8(pü— sin^ü/"— 1), 

so erhält mau durch Substitution too ( — ß^^" C08n(()o für jedes x^y und 

( — ^(»)"sintt^o^ für jedes arj, den Werth von 

fx„ =s [(— y,)" cos n (pol + [(— ^o)" sin n (Po] ^T— 1 
und 

fx;, = [(— ^o)"cosn^„]--[(— ^o)"sinii(J>ü]v^— 1- 

Aof gleiche Weise 'wird 

[»<J = [»(— ^o)"cosn(pj + [iiC— ^„)"8inn(pJ/--I 
und {n x'^"] = [n (— ^o)" cos n (pj — [v (— y^)" si« « <Po] /— 1- 
Endlich wird wegen 

lg ar, = % (— ^o) + h (cos ^a + «B Po /— 1 ) 

= Ig(-^o) + <Po1^--l 

und Igjc = Ig(— y) +(P/— 1 

Alga^o« Algy„ +A(p„/-— 1 

and eben 00 ÄigA^o s= i^lgy» -~ök((>^/' — 1. 
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Setzt man bIsOj was immer erlaubt ist, 

[(— ^o)"cosn^J = PcosQ [«(— ^o)"cös^^J = f cos^// 
l(-^o)' «n tt^J = P sin Q [»(—^0)" sin «?>J = g sin ^//, 
so hat man die zwei Gleicbongen 

0==Pcos(? + Psinöir~l + {fcosv^ + ^siox///— l}{^Ig^o + ^<PoV^— 1^ 
Os=PcosO— Psinöv"— l + {?cosv//— esin^///•— l}{Älg^o— A(Po^--l}^ 

aus welchen man durch Verbindung vermittelst Addition und Substraction 

erhält 

= PcosO + ^cosx^Älg^o — gsinv//A^o 

= Psinö + f sin\^^igyy + fC0sv^ Ä^o 
oder nach gehöriger Elimination 

WO der Factor M wie oben den Modalos des briggiscben Systems be- 
zeichnet. Aus beiden kann mau, wenn man es vorzieht, ableiten 

^ /o ; 

oder A lg/; = - i'eosfO-^+n) j||. 

®' '^ ß COS y 

Die Rechnung kommt sonach im Wesentlichen auf die Substitution 
von den beiden Werthen von «?"=( — ^)"cosii(p und op" = ( — ^ysmnp 
hinaus 9 da die Ermittelung von ii(— ^)''cosn^ und n( — ^)''sinii^, oder 
die Multiplication jedes Gliedes mit dem Eis^ponenlen der Potenz von x, 
welche in ihm vorkommt ^ kaum in Anschlag zn bringen ist. 

Sind beide Wurzeln reell, so substituirt man jede einzelne in die 
Gleichung, und bestimmt ihre Correction, wie oben gezeigt ward, oder 
wenn man es vorzieht, so kann man die Correction von v und / suchen. 
Die Substitution der Wurzeln giebt, wenn ^i»^=zg^ 

weil die beiden Werthe von x sind — g^y^ und — ^, und daraus fol- 
gen die Differentialquotienten in Bezug auf den Logarithmen der Wurzeln 

Man hat folglich 

= ^+p{Alg^o + ^lgyo} 

= ß + y{Älg^,— Älgxo}, 
woraus 
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und daoD wegen Alg/'., = Alg^o+^'s(>oH — ) för Wnrzeln, die gleiche 
Zeichen haben, folgen wird: 

Qud far Alg'o^Algi'o+^^ogUo — r)> ''"^ Wurzeln, die nogleiehe 
Zeichen haben, 

In diesem letzten Satze ist durch die Ermittelang der trinomisclien 
Factoren die Auflösung der Aufgabe vollständig enthalten, und es wird 
nun keine Schwierigkeit haben, in dem allgemeinen Falle, wo imaginäre 
und reelle Wurzeln zugleich vorkommen, den Gang der Operationen und 
die Form des Endresultats zu übersehen. Man kann dazu entweder die 
beiden oben gegebenen Formen fär reelle Wurzeln und für imaginäre mit 
einander multipliciren , wodurch man erhalten wird 

+ {g'^^g'^W ^'"^ • • . • etc. = 0- 

Noch einfacher betrachtet man aber jede Gleichung, nachdem man nöthi- 
genfalts ihren Grad dureh Multiplication mit x zu einer geraden Zahl ge^ 
macht hat, als ein Produet der trinomischen Factoren 

Wenn dann durch Erhebung der Wurzeln zur n^^'' Potenz die Form er- 
halten ist: 
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so findet im Allgemeinen, unter der Annahme, dafs rl>t?^ r^ >r r% 
r">t?'", .... r''*""*^>r^% und jede reelle Wurzel, welche £u einem v 
gehört, gröfser ist als jede zu einem kleineren v gehörige Wurzel, oder 
die Quadratwurzel aus einem kleineren v, das Verhalten statt, dafs nach 
der Gröfse der v geordnet: 

Co = V^V'^^V''"^ 



C2H-«= r"'r'"'t>"'^....r^^^'" 



• 



Die Coefficienten Ci , C3 , C5 , überhaupt die von der Form Cj^i sind da-- 
gegen Functionen der verschiedenen tj wenn irgend ein v^^^ zu einem tri* 
nomischen Factor gehört, dessen Wurzeln reell sind, so wird C^^i die 
Form haben 

WO flr die gröfste reelle Wurzel ist, die zu Vr gehört; das letztere hat 
dann den Werth OrK und man findet durch Division 



Oir' 



±i a- fl? ^r±i es Ä« 



Wenn dagegen r^*^^ zu einem trinomischen Praetor gehört, dessen Wurzeln 
imaginär sind, so nähert sich Car+i nicht contiuuirlich einer bestimmten 
Grenze, sondern hat stets Werthe, die niemals den Werth von 

äberschreiten können. Der Coefficient C^r+i behält folglich immer schwan- 
kende, häufig mit dem Minuszeichen behaftete Werthe, welches letztere, 
wenn es sich in irgend einer der abgeleiteten Gleichungen zeigt, ein un- 
fehlbares Kennzeichen ist, dafs die gegebene Gleichung imaginäre Winr- 
zelu hat. Hat man durch Division von 

(kr ^ 

die v^ gefunden, sie mögen zu imaginären Wurzeln gehören oder zu real-- 
len. so benutzt man zur Bestimmung der t, wenn nicht mehr als 4 ima- 
ginäre Wurzeln vorhanden sind oder zwei t gesucht werden, die linearen 
Gleichungen, die sich für die t aus den CoefBcienten a^ und tt^^i der ge« 
gebeneu Gleichung finden. Werden mehrere t verlangt, so substituirt man 



8. Encke, über allgemeine jiuftoiung der numerischen Gleichungen. 225 

die Werthe der Terschiedenen r in die obeo eDtwickelten GleichoDgen 
vom n^^ und (n — ly*" Grade, und erhält durch die Aufsuchung ihres ge- 
meinschafdichen Divisors den Werth des zu jedem v gehörigen t 

Im Falle endlich, dafs ein v^''^ zu völlig gleichen Wurzeln gehört* 
80 hat der CoefBcieut Cir^i den Werth 

Ch-i = 2 1?'" r^'* • . . . r^^-'^'^ t;^^>*% 
denselben, welcher bei imaginären Wurzeln die äulserste Grenze bildet 

Ausnahmen von dieser allgemeinen Regel treten nur ein, wenn die 
obigen Bedingungen nicht alle erfüllt sind, wenn also z. B. gleiche reelle 
Wurzeln oder der Modul eines imaginären Wurzelpaares zwischen zwei 
oder mehreren reellen Wurzeln liegt, die der Gröfse der r nach zu einem 
und demselben v gehören. In diesem Falle ordnen sich die Glieder, die 
zu solchen Ausnahmen gehören, immer so, wie die Reihefolge der Coef- 
ficienten in den einfachen Factoren, welche diese Ausnahme bilden^ sich 
darstellt. Wenn also 3 gleiche reelle Wurzeln vorbanden wären, die mit 
der nächststehenden ungleichen reellen Wurzel ein Product zweier trino* 
mischer Factoren bilden werden, so ist wegen 

ix + af(x + b) = a?*+(3« + i)a?^+ (3a^ + 3fl*)a?H(3a'* + «')a- + a^4^ 
für b^a die Aufeinanderfolge der C 

Q^ = tTv'"^ .... v^"^'^"^ ä"^ b^ = !?"*»"•.... rf'-«)'"r^^)'"r^M-i)« 
Und ganz ähnlich werden die übrigen Coefficienten der verschiedenen Po- 
tenzen eines Binoms sich in Fällen von mehreren gleichen Wurzeln zeigen. 
Ebenso übersieht man leicht die Reihenfolge, wenn b\>a wäre. 

Wenn eine reelle Wurzel gleich dem Modul einer imaginären wäre, 
and also wiederum mit der nächstangrenzenden reellen Wurzel verbunden, 
ein doppelter trinomischer Factor sich bildete, so geht die Form 

(ar'+Z'a? +/)(j? +^)(a? + II) 

im Falle a<iff wäre, weil ^ sich dem 2^*" möglicherweise nähern, und 
auf keinen Fall für immer dagegen als verschwindend betrachtet werden 
kann, Aber in: 

CreUe*s Jonnial d. M. Bd. XXU. Hft. 3. 29 
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Qud folglich wird die Reihefolge der CoefBcienten werden 

2r SS r 17 • • • • 17^ ^ 

C},^.! rs anbestimmt und schwaDkeud 
C2r^2 = unbestimmt oud schwaukeud 

C,r^s = r»" r'- • . . . r'^^^5-^(r>3- 

und ganz ähnlich in allen andern Fällen. Gleiche Moduln bei mehreren 
Paaren imaginärer Wurzeln werden drei aufeinander folgende unbestimmte 
Glieder geben, wenn zwei Moduln einander gleich sind, 5 aufeinander 
folgende unbestimmte GUeder, wenn drei Moduln gleich sind u. b. w. Es 
wird hiernach keine Schwierigkeit haben, sich in allen Fällen den Gang 
erklaren zu können, und die Resultate daraus herzuleiten. 

Es mufs hiebe! beachtet werden, dafs wenn man immer zu gera- 
den Potenzen erhebt, die Gleichheit der Wurzeln von der absoluten Grobe 
ohne Röcksicht auf das Zeichen zu verstehen ist, und dafs eben deswegen 
das Zeichen der v, welche nicht zu imaginären Wurzelp gehören, zwei* 
deutig ist, wenn man auf die ursprungliche Gleichung zurückgeht. Die 
Zweideutigkeit hört auf, wenn man die Gleichung auflöst, welche den 
Quadraten der Wurzeln entspricht. In ihr sind alle v positiv. Dasselbe 
gilt von den Zeichen der einfachen reellen Wurzeln, aber welche durch 
unmittelbare Substitution oder auf anderm Wege stets zu entscheiden ist. 

Diese Ausnahmeialle von gleichen Wurzeln und Moduln erfordern 
aber aufserdem noch, bei der Verbesserung der zuerstgefuudenen Nähe- 
rungswertbe, eine besondere Berücksichtigung. Denn wenn man nicht ans 
der Natur der Aufgabe, welche durch eine Gleichung ausgedruckt wird, 
weiis, dab in aller Strenge gleiche Wurzel vorhanden sein müssen, so 
giebt die erste Näherung, wenn sie auf gleiche Wurzeln und Moduln 
ffthrt, doch nichts anderes zu erkennen, als dafs diese Gleichung innerhalb 
der Grenzen dieser ersten Näherung stattfindet Sie kann aber nicht be* 
rechtigten, bei der Verbesserung der gefundenen Werthe diese Gleichheit 
beizubehalten und vorauszusetzen. Es müssen daher die verbesserten 
Werthe durch eine Methode gefunden werden, welche über diesen Punct 
entscheidet, abgesehen davon, dafs die oben angeführten Formeln für die 
Verbesserung der ersten Werthe, die Ungleichheit sämtlicher Wurzeln 
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und selbst eine merkliche Ungleichheit: voraussetzen, welche mindestens 
das Doppelte der etwänigen Verbesserung beträgt, und fär die practische 
Brauchbarkeit noch stärker sein mufs. 

Zur Erhaltung einer solchen Verbesserungsmethode setze man wie 
oben 

fx = (a?4-fl)(a' + J)(a?-{-c)(4? + rf) ..•. 

und bezeichne aufserdem das Prodnct 

0+^»)('+.-F»>')('+4^>)('+^.>) — 

dorch die Form 
80 dafs 

*^ °° (ar+a)(ap+6) "^ {x+a)(a>{-e) + (:^4^(x+^ ^ l(i+a)(a-f*)l 

*» ~ («-f-a)(«+6)(ar+c) + (x+ii)(ar4-6)(a:H-«r) ' ' ' * ~ L(a:+a)(x+fc)(a:+c)J "* *• ^* 

oder e„ die Sauuue der Combinatioueu der rn**^ Ordnung ohne Wieder« 
bolung von den n Elemenlen —r^ , — j-r , etc. bezeichnet Man wird unu 

ohne Mähe finden, dafs jedesmal 

dfx , 

172" "</]F5 *»'* 

1.2.3 rfx« "" *»' 
1.2. 3... m rfx»~ ~ *"' 

#ein wird. Es enthält nämlich e„fx die Combinationen der (n — my*" Ord** 
nung von n Elementen (otr + n), (^ + *)) deren es 

yi(/t-i)(/t — 2) {n^m + i) 

1.2.3.. ...m 

verschiedene giebt. Jedes einzelne dieser Glieder differentitrt, giebt (n — m) 
Werthe, in welchen immer (n — m — 1) solcher Elemente verbunden sind, 

zusammen sind also in — t-— ^ 

29* 
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n{n — i)(n-2) {n — m) 

1*<<C*0 • • • • • 77t 

Glieder, deren jedes (it— m — l)Factoren eathält, und da in dieser Summe 
nur Combinationen von der (n — m — 1)^'''' Ordnung enthalten sein können, 
und auch alle symmetrisch darin enthalten sein müssen, solcher Combina- 
tionen aber nur 

n(7I — l)(7t — 2) (7t — 77t) 

1*2«3»«..» (iTi -^ 1 ) 

möglich sind, so mufs sich jede Combiuation {m^\)m2X wiederholen« 
Oder es ist 

%^ = («»+i) ««+./•*, 

woraus der allgemeine Ausdruck folgt Wendet man nun auf fx den 
Taylorschen Lehrsatz an und setzt man 

80 wird 

Bezeichnet man also durch £^ die s^y welche den Factoren (^+^)t 
(jKP^h)y (jkP-^c) etc. entsprechen^ und substituirt, so wird 

fx =r faP{i^e\[^x^+s\t^x''''^e\^x^\...], 

welche Reihe Glied fär Glied der Taylorschen Reihe entspricht , so dafs 
das Resultat aus den m ersten Gliedern dieser Reihe vollkommen identisch 
ist mit dem Resultat aus den m ersten Gliedern der Taylorschen Reihe. 
Es soll nun fx Null werden fflr gewisse Werthe von x^ also mufs, was 
auch x^ far ein Werth sein mag, da nach der Form von fx die Taylor- 
sche Reihe, wenn sie ganz zu Ende geführt wird^ stets. den strengen 
Werth giebt, ein Werth von [!^aP gefunden werden, der der Gleichung 

= l + fJAa^^+fJAx^^ + fJ/la?^*.,.. 
entspricht, und jedes Resultat, was aus dieser Form bei einer gewissen 
Anzahl Glieder gefunden wird, mufs eben so aus der gleichen Anzahl 
Glieder der Taylorscheu Reihe hervorgehen. 

Sei jetzt aP ein Werth, der einer negativen Wurzel sehr nahe 
kommt, etwa o?^ s= — o^, so wird Ax^s=a^ — a eine kleine Gröfse der 
ersten Ordnung, deren verschiedene Potenzen nur dann in der Gleichung 

das erste Glied . • . 1 • • • aufheben können, wenn sie mit Factoren multipli« 
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cirt werden 9 deren Nenner ebenfalls kleine Gröfsien der ersten Ordnung 
zu den versehiedenen Potenzen von ÖloP erhoben enthalten, während die 
Zfihler Grölsen der 0^*" Ordnung sind. Ein solcher Factor wurd in 

^* " ^?rqr;^'*"iH^^"** "" ^zr^o- + girier + •••• 

nur das erste Glied sein, wenn die übrigen Wurzeln so unterschieden von 
a sind, dafis b — a^, c — aP nicht als kleine Grölsen der ersten Ordnung 
betrachtet werden können. In diesem Falle werden auch die folgenden 
^19 ^s •••• keine Nenner enthalten, welche als Gröfsen der zweiten und 
dritten etc. Ordnung die Kleinheit von Ajr^S ^^^ •••• etc. aufheben, und 
eine merkliche Gröfee hervorbringen könnten, wefl die stattfindenden Com- 
binationen ohne Wiederholung sind. Man findet folglich ohne merklichen 
Fehler Zio^ aus 

cäer Äa?^ = Ä^— o. 

Vermittelst des ersten Difierentials von fx wird man daher bei lauter un« 
gleichen Wurzeln und hinlänglicher Näherung an eine derselben, einen 
genaueren Werlh finden, worin die Anwendbarkeit und Beschränkung der 
Newtonschen Approximationsmethode ausgesprochen ist 

Wenn aber aufser a noch eine zweite Wurzel b dem cP so nahe 
liegt, dafs b—ä^ ebenfalls eine kleine Gröfse erster Ordnung ist, so wird 
licht aOein 

Midern es kommt nun auch in €l ein Glied vor, welches mit dx^* ver- 
bon^n ebenfalls eine Gröfse 0^""' Ordnung giebt, und nicht übergangen 
werden darf. Nämlich ohne merklichen Fehler wird 



« (a— a»)(6— a») 

DieGIeicbong Os i+ildx'^+el^x''^ 

aerlegl sich dann in die Factoren = (l + -^ o) (t +^ii^)> 

Oder: Wenn zwei Wurzeln vorhanden sind, die einander sehr nahe 
Mdy M berechnet man -/-jf und 7-^ —r^ ^^^ ^^^^^ ^^^ ^^^ ^Q^* 
lAsQ^g der quadratischen Gleichung zwei Wurzeln, welche zu dem Nähe- 
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rungswerthe — *a^ biozagefugt, die wahren Wertbe geben, die man sncbt 
Die folgenden £39 ^ etc. haben hier weiter keinen Einfluls. In der Regel 
werden, wenn 4f nnd 1^ reell sind, beide Wurzeln dieser quadratischen 
Gleichung reell sein-, sind sie gleich, so sind die Haupfwurzeln innerhalb 
der Grenzen der neuen Näherung wiederum als gleich anzunehmen. Sind 
sie aber imaginär, so hatte die Hauptgleichung zwei imaginäre Wurzeln 
von der Form a + ß/" — 1 und a—ß/* — 1. Indessen mu(s in diesem 
Falle ß eine kleine Gröfse der ersten Ordnung sein, weil in Sg die beiden 
GKeder fär imaginäre Wurzeln 

L + 1 

s + a + ßv'—i ~ x-^a — fly—1 

•ich vereiDigeD io 

2(x + ft) __ l_ 

' ■ jT + a 
und also nur dann eine kleine Gröfse der ersten Ordnung im Nenner 
geben können, wenn ß von derselben Ordnung wie a — ^ ist* Auf die 

absolute Gröfse von --i-jr und ^\^ kommt es dabei nicht an. Es kann 

der Fall eintreten, dals -4-xr =^ ^uU wird, sowohl bei reellen als ima^ 

Däreu Wurzeln. Es ist aber unmögUch, dafis alle Differentialquotienten, 
welche nölhig sind, zugleich Null werden, weil in diesem Falle die Auf- 
gabe eine unbestimmte wflrde. 

Hiemit ist der Weg für alle ferneren Fälle angezeigt Wenn bei 
der ersten Näherung m nahe gleiche Wurzeln gefunden sind, so geht 

man bis zu 6^ fort oder bis zu '■j;^j und löst die Gleichung vom m"*** 

Grade auf. Diese Auflösung, die niemals in solchen Ausnahmefalien za 
vermeiden sein wird, mufs immer zum Ziele fahren, und wird es um so 
leichter, als durch den eingeführten Naherungswerth aP die Zix^, wenn sie 
verschieden sind, ein sehr merkliches VerhäUnifs zu einander haben müssen, 
und die Schnelligkeit der Auflösung von diesem Verhältnlfs der Wurzeln 
zu einander abhängt, wie schon oben bemerkt ward. Auch ist es ein 
Vorzug dieser Auflösungsmethode, dafs man von allen Wurzeln sehr ge- 
näherte Werthe findet, und folglich über die mögliche Anzahl einander 
sehr nahe liegender gar nicht in Zweifel sein kann. 
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Für die namerische RecbouDg ist es beqnemer» zu «etxeu 
und die Taylorsche Reihe za schreiben: 

r, = A« + ^4^^ . ^ + i^- it^i(^)' + . . . . 

Es werden nämlich die Werthe 

fs = [aT], a^>^-f. = [tt^r""], *"'^- = [n(_n^l)a^h etc. 

ans dem ersten faf^ durch einfache Multiplication jedes Gledes mit n (der 
Potenz von a/^j die darin vorkommt), mit (it — 1) u. s. w. gefunden. Der 

Werth —^9 den man findet, wird dann fast immer gleich Zilogo?^ gesetzt 

werden können, mit Rucksicht auf den Modulus des briggischen Systems. 

Dieses Verfahren gilt allgemein för reelle und imaginäre Wurzeln. 
Indessen ist es vielleicht nicht äberflus.sig, in Bezug auf die letzteren eine 
nähere Entwickelnng hinzuzufägen. Wenn zwei Paare imaginärer Wur- 
zeln von der Form a + ß/" — 1 und a' + ß'/' — 1 einander so nahe liegen, 
dals die erste Näherung gleiche imaginäre Wurzeln von der Form aHß^/* — 1 
gegeben bat, so braucht hier nur der Fall betrachtet zu werden, wo ß^ 
eine merkliche Grölse hat, weil der andere, wenn ß^ sehr klein ist, sich 
aus der Substitution der reellen Wurzel af^ ss — a^ ergeben wurde, wie 
oben bei zwei gleichen reellen Wurzeln angeföhrt ist« In diesem Falle 
wurd €? den Werth haben, wenn a^ = — a*^— ß^/" — 1 substituirt ist: 

i . L 

denn die Verbindung von —a^—ß^^— 1 mit a-ß^r— 1 und a'~|9V— 1 
wird in dem Nenner die sehr merklichen Gröfsen — (ß + ß^)v^ — 1 ^^^ 
— (ß'+ß")/' — 1 einfuhren, die sich nicht gegenseitig vernichten« Das- 
selbe wird in dl stattfinden, welches den Werth erhält: 

1 

Die spätem Werl he von €$, f^ haben keinen Einflufs. Man wird also aus 
der Gleichung 

I* ~'^ dx" X* ^ 1.2 djfi* Vx» / » 

wenn fdr «" der Wertb ~a'*--|^/'— 1 gesetzt ist, die beiden Wurzeln 
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für öiX^ erhalten 

und auf dieselbe Weise^ wenn — a^+ß**/*-^! sabstituirt ist^ die Wurzeln 

und die Verbindung beider Gleichungen vom zweiten Grade in Bezug auf 
^x% die au9 beiden Substitutionen hervorgehen ^ wird eine Gleichung vom 
vierten Grade geben, deren vier Wurzeln sein werden. 

{^0:^+ a— a« + (ß— ß^ iT-.!} {Äa:^+ a'— a"+ (ß'— ß^) /-—l}. 
Sind deshalb die Wurzeln wirklich ungleich, so mufs man durch unmittel- 
bare Substitution entscheiden, welches Wurzel- Paar zu a^ + ß^ /*-*!» ^^^ 
welches zu a^ — ß^/* — 1 gehört Ebenso wurd man bei drei nahe gleichen 
Paaren imaginärer Wurzeln auf eine Gleichung vom 6**" Grade gefflhrt, 
bei vieren auf eine vom achten u. s. w. 

Die Form dieser Gleichungen wird sich am leichtesten fibersehen 
lassen, wenn man setzt 

«? = r^cos^ ß« SS r^sin^^ 

und damit 

[(_ro)neosn^ = PcosO [(— rö)"sinn^] = Psin(? 

[n(— f^)'*cosn^] = g cos\// [(n( — r^)"sjnn^ s= ^ sin^^ 

fn(ii— 1)(— roycosw^ = f'cos^//' [ii(ii— 1)(— ro)"sinn^J = f'sin%//' 

[n(n— 1)(»— 2)(— ro)"eosn^ = g'^cos^//''^ 
[»(11— l)(n— 2)(— r^)" mnniP] = j''siu>//" etc. 
Es wu^ dann die Gleichung aus der Substitution von aP s=s — ot^— ß"/"— 1 : 

= PcosO+ecos.^^^5^+ij^cos^//'(^^^^^ .... 

+ {PsinO+f sin^/.|? +irm^P^{^^y+U'' «n^''(^?y-)ir-t 
oder, wenn man die /* — 1 wegschafft, 

= {PcOs(? + eC0S^/.^+if'C0S^P'(^)• + ie-C0S^^^ 

+{Psine + fsin^^ + ie'»i»^'(^y + *r^ 

welche letztere Gleichung ebenfalls für die Substitution von a^ss— a^-f-ß^/"-! 
gilt, 80 dab man immer nur auf eine Gleichung von demselben Grade mit 
der Anzahl der imaginären Wurzeln gefilhrt wird. 

In den einfacheren Fällen, wo zwei Paare oder drei Paare imagi- 
narer Wurzeln gleich sind, kommt man indessen nodi einfacher zum Ziel^ 
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ond obne alle Zweideutigkeit, wenn man bei der ersten ans der Substitu- 
tion von op^ = — a^ — ß^*/" — t allein bervorgebenden Gleichung steben 
bleibt, und diese Gleicbung auflöst Man bekommt dann unmittelbar die 
Werthe von a— a^ + (ß — ß'') ^—1 und von a' — a" + (ß'— ß') /•— 1. Diese 
Gleichungen unterscheiden sich freilich von den gewöhnlichen dadurch^ dafs 
ihre Coefficienten imaginäre Gröfsen sind, aber für die Fälle, für welche 
man Gleichungen direct auflösen kann, also bis zum 4^^"" Grade, oder bis 
zu vier Paaren nahe gleicher imaginärer Wurzeln, wird man diese Auf« 
lösung fast mit derselben Leichtigkeit wie bei reellen Coefficienten machen. 
Es mögen hier noch die einfachen Formeln fOr die Auflösung einer solchen 
quadratischen Gleichungen mit imaginären Coefficienten folgen* 

Die imaginären Coefficienten lassen sich leicht dividiren und multi- 
pliciren, wenn sie auf die Form Kcosii^Ksmfi/' — 1 gebracht sind, weil 

Man bringt also die gegebene Gleicbung 



= P(cos(? + 8lnö/"— l) + e(co8^// + sin^^^— 1)^*' 



JC« 



Ax'V» 



+ if'(cos^/.' + 8in^/.V-l)(^) 
merst aaf die Form 

woraus 

Ax» Q (cos (y/— v^O 4- »'u (V^— V^O v^— 1) 

Setzt man jetzt, was immer erlaubt ist, 

^C082y = e'cos2(^//— ^//0— 2Pf'cos(0— .^//O 
^ sin 27 = e' sin2(%//~.//0— 2Pg' 8in(0-x^O> 
00 wird 

A£^ ^_ Q (008 (y/ — V^O 4- gJP (V^ *- V^O V — O 1. ^(cosy+sioy/— 1) 

Nun ist 

x^ a« + /J*/—l • 

CreDe*s Joviua d. M. Bd. XXD. HfU 8. 80 
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Setzt man also 

a—n^ s I cobL ß— ß^ Ä / BinL 

a^ «f^co»(P ß' sr^sio^, 

so wird 

folglich wird man erlialten 

pj- cos(L— (PO = -'~;Coa(yp—>P')±-^eoa'i 

± «n(i;-r) « -^ BinC,^-^") ± ^ sinY. 

Wenn man den wahren Werth von x durch 

— rcos^ — rsin^P/' — 1 

anadrAckt, to wird 

r^ co«<P^ + / cos^ s= rcoB^ 

r*8ia(p'+/BinJL = rsin^ 
oder r»+/co8(L--^ = rcos(?>— CO 

so dafis 

^cos(^--^ CSS l — ^coa(^p-^^p')±■^coay 

^4-8in(<P-<p°) = -^ sin(^P~>^0± 1" «ny, 

wobei die doppelten Yorseichen so zn nehmen sind, dafii die obem sn- 
sammengehören und anch die untern. 

Die sämtlichen Formeln füir zwei Paare gleicher imaginirer W«r- 
zeln sind also folgende: 

Man bestimmt ans den Snbstitntionen von (— r°}"co8n(p för 4/*" «od 
{—f^ytttunp for «^ die Werthe P, Q, q, 4^^ q\ yp\ Dann setzt man 

^cos27 = f'cos2(^— ^0— 2Pf'co8((?— %^0 
J»m*n2y = J»sin2(>^— ^PO— SPe'ain«?— ^/O 
and bat sofort: 

;5^cos(^-(PO =1— ^cos(^^-^^0 + ^co8y 

^ sin (<P-.(fO « - 1^ sin i^-^) ± ^ siny. 
FOr den ersten Werth kann man bei der Kleinheit von ^— ^ meisten« 
thefls 4 oetzen, fär den zweiten, weil -^ nahe eins, den Werth ^— ^. 



& Eneke^ über ullgtmdnt AufloMimg der numerisohm Gieichiagtfu 236 

Mao wird dann in den meisten Fallen schreiben können: 



In diesen Ausdrücken sind sowohl die für gleiche Wurzeln enlhalten, för 
welche (^c=%^cs\/;^ssO, als auch lalst sich aus ihnen die oben gegebene 
Bestimmung der Terbesserten Werthe bei ungleichen Wurzeln herleiten. 
Ka. ist wegen des doppelten Vorzeichens ± gleichgältig^ welchen Wertb 
Ton 7 man aus 2y wählt, da es frefsteht^ sowohl 7 als 180 + y zu neh- 
men. Für drei Paare gleicher imaginärer Wurzein wird die Cardaniscbe 
Formel sich ebenfalls ganz bequem gebrauchen lassen. 

fn dem hier Gegebenen ist die Auflösung der Aufgabe vollständig 
enthalten. Bs kann kein Fall vorkommen, der sich nicht in aller Strenge 
durch die angegebenen Ausdröcke lösen liefse. Ungleiche Wurzeln, reell 
oder imaginär, trennen sich von selbst, und bei gleichen oder nahe gleichen 
Wurzeln sind leichte und strenge Mittel gegeben, von einem gemeiuscbaft- 
licben Naherungswerthe aus, entweder der völligen Gleichheit der Wur- 
zeln sich zu versichern, oder die einzelnen Wurzeln selbst zu berechnen. 
Bei einem practischen Gegenstande wird es jetzt noch ein Interesse ha* 
ben, an einigen Beiflpielen den Gang der Rechnung kennen zu lernen. 

Als erstes Beispiel möge die Gleichung siebenten Grades dienen, 
wodurch nach Gaufs die Puncto auf einer gegebenen Abscisseulinie be« 
stimmt werden, welche für die mechanische Quadratur das möglichst vor* 
tbeilhafite Resultat geben, wenn man überhaupt nicht mehr als sieben Ordt« 
naten anwenden will Diese Gleichung heifst 

* — 2^a? -h j3« 52 * T J43«" 286 ^^ 429 ^ 3432 "* 

Sucht man hier zuerst die Logarithmen der Coefficienten auf, welchen die 
Zeichen ebenso wie den Zahlen vorgesetzt werden, so wird die Gleichung: 

»^— 0,544068(te«+0,6853971x*~0,5270347x*+0,0877020a^~9,3429:45jr* 

+ 8,2126407a?— 6,4644527 « 0. 

Es ist rar die Rechnung angenehmer, keine Logarithmen von Brüchen zu 
haben, weil man bei der Erhebung zu sehr hohen Potenzen immer dann 
beachten mala, ob — 10 oder — 20, oder ein anderes Vielfaches von 10 
von der Characteristik abgezogen werden mufs. Blau lege deshalb z« 

SO» 
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dem Logarithmen aller Coefficienten ein Yielfaches eioer solchen Zahl hinzu, 
welche die Brfiche wegschafft^ und zwar zu dem Coefficienten von x'""' 
das rfache dieser Zahl, so wird man alle Wurzeln mit einem bestimmten 
Factor multiplicirt erhalten. Kann man dabei bewirken, da(s an = 1 wird^ 
80 wird die Rechnung etwas bequemer. Hier wird der Zweck erreicht, 

wenn man die Vielfachen von — —^f ^ = 0,5050782 hinzulegt Die 

Gleichung wird dann 

jp'— l,0491462x^+ l,6955535x^— 2,0422693.r*+ 2,1080148jr — 1,8683655jf^ 

+l,243109Slc — 0,0000001 » 0. 

Bei dem Anfange der Rechnung zeigt sich hier sogleich, dafs man 
mehr als fünf Decimalen bei den ersten Erhebungen zu höhern Potenzen 
anwenden mufs. Denn es wird z. B. 

IgaJ = +3,39111 

lg— 2aia3 = —3,39245 

Ig +2^4 = +2,40904* 
Wenn aber die Differenz zweier Logarithmen so klein wie hier ist^ nur 
0,00134, so bewirkt nach den Gaufsischen Tafeln die Unsicherheit einer 
einzigen Einheit in der letzten, fünften Stelle schon einen Fehler von 
330 Einheiten in dem Logarithmen der Differenz ^ so daCs sich das Resul- 
tat gar nicht verbärgen läfst. Man wird also die beiden ersten Erhebun- 
gen hier mit 7 Decimalstellen ausfuhren müssen, so wie es überhaupt vor- 
theilhaft ist, die ersten Erhebungen möglichst genau zu machen. Die Feh- 
ler in denselben pflanzen sich zu beiden Seiten in vergröfsertem Maafs- 
stabe fort, besonders bei Gleichungen^ wie diese, mit lauter reellen Wur- 
zeln, in denen immer Subtractioneu vorkommen. Man findet so: 

Potenz der Wurzeln s=s 2* . 

4r'+l,418004&r«+ 2,3959870jr*+ 3,0189949jp*+ 3,2738401ä^+ 3,073934&t' 

+ 2,2004297ar + 0,0000002 = 0. 

Potenz der Wurzeln sss 2' 

«^+2,2735725x«+.4,04 10890x^+ 5,3386202a?*+ 6,053445 l:c'+ 5,9093643^:^ 

^ +4,3578860Är + 0,0000004 = 0. 

Von hier an kann man mit fünf Decimalen rechnen, weil sich doch, 
des eben bemerkten Umstandes wegen, auch bei sieben Decimalen die letz- 
ten Stelleu nicht verbürgen lassen werden. Die kleinen nöthigen HuUs- 
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mii(el, bei den grofsen Characleristiken eine Anzahl Einheiten erst weg- 
zonehmen, nnd nach gemachter Addition und Snbtraction wieder zuzu- 
legen , wird jeder Rechner sich selbst machen. Schon von jetzt an sind 
die Producte der entfernter stehenden Coefficienten wenig merklich. 

Potenz der Wurzeln == 2' 

ir^+ 4,12268jf^+ 7,6l495a?^+ 10,36l76x*+ ll,96640x'+ 11,78333jf^ 

+ 8,7l44lar+ 0,00000 = a 

Potenz der Wurzeln = 2* 

Är'+ 7,97094a?^+ I5,03723ar^+ 20,65592x*+ 23,918400?'+ 23,56553jc* 

+ 17,42882ar + 0,00000 a 0. 

Potenz der Wurzeln = 2* 

Ä?^+15,81746x^+ 30,04231^^+ 41,30800x*+ 47,83679;r'+ 47,13l06jr^ 

+ 34,85764^+ 0,00000 = 0. 

Potenz der Wurzeln = 2" 
«'+31,61214a^+ 60,08366**+ 82,61 598«*+ 95,67358*»+ 94,26212*» 

+ 69,71528*+ 0,00000 = 0. 

Potenz der Wurzeln =2' 

*'+63,22365***+ 120,1 6732**+165,231 96**+ 1 91,347l6*»+188,52424*» 

+1 39,43056* + 0,00000 =s a 

Hier wird die Recfanang geschlossen. Bei allen andern CoeilBcien- 
(en sind scbon die neaen Wertbe die reinen Quadrate der früheren, und 
Mch bei tti wird a* — 2a2 nicht mehr von a* sich unterscheiden. Eis sind 
folglich alle Warzeln reell, und wenn man die Logarithmen nach einander 
sabtrabirt, so bat man 

Iga™ SS 63,22365 Iga =3 0,493935 

lg*'» = 56,94367 IgJ = 0,444872 

Ige«" tss 45,06464 Ige = 0,352067 

lg<P» == 26,11520 Igd = 0,204025 

lg«»»« = 125,17708—128,0 lg« = 9,977946 

Igf» =s 78,90632—128,0 lg/ = 9,616456 

Igy == 116,56944—256,0 Ig^ =5 8,910699 

Zieht man von diesen Wurzeln den oben hinzugefugten Logarithmen 
(^5050782 ab, so hat man die wahren Warzeln der gegebenen Gleicbong 
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Iga as 9,98886 
Igb =z 9,93979 
]gc a 9,84699 
IgiT SB 9,69895 
]g =s 9,47287 
Igf = 9,11138 
Ig^ s 8,40563 

Werden die negativen Werthe dieser Warzeln, um ihre Zeichen kennen 
zu lernen und sie zu verbessern, in die Gleichung snbstituirt, so zeigt 
sich, dals sie keinen Fehler geben, der auch noch bei einer llechnong 
mit sieben Decimalen beaerkt werden könnte. So z. B. findet man filr 
IgJss 9,9397900 

x' SS +0,3789047 7«' e=s + 2,6523329 

a,«« = —1,5233790 6aiJB« = — 9,1402740 

a^x^ s= +2,4229648 5a,*» = +12,1148240 

oyx* = —1,9328347 4«,** = — 7,7313388 

u^a^ s= +0,8073689 3 a,«* = + 2,4221067 

Ojx» = —0,1669377 2tt5«» = — 0,3338754 

o.« = +0,0142047 a„x = + 0,0142047 



a, =s —0,0002914 a^^J^ s= 

fafi s +0,0000003 ^'^* 

Es würde folglich 



0,0020199 



1 ., « —0,0000003 
M ^ 'Ä*^ *^ —0,0020199 ' 

wenn überhaupt der Werth von fafi verbärgt werden könnte, was hier 
keinesweges der Fall ist, da 3 die achte bedeutende Ziffer ist in den Zah- 
len, aus denen faP gebildet wird, während schon die siebente nngewifa 
sein muts. Will man also hier die Logarithmen der Wurzeln verbessern, 
80 mulis man bei der Substitution Logarithmen von 10 Decimalea anwen- 
den oder unmittelbar substituiren , eine Mühe, die hier unnöthig scheint, da 
Gaufs die Wurzeln bis auf 16 Decimalen gegeben hat, m dafs man den 
strengen Werth mit dem gefundenen genäherten vergleidien kann. Die 
Logarithmen der wahren Wurzeln and die Unterschiede von der eben ge- 
fundenen ersten Näherang sind: 
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\ga r=z 9,98881 Unterschied 0,00005 

h == 9,93990 „ 0,00011 

c SS 9,84691 „ 0,00008 

d =s 9,69897 „ 0,00002 

e =s 9,47287 „ 0,00000 

f = 9,11138 „ 0,00000 

s 8,40562 „ 0,00000 

Die Worzelo (uacb meiuer Beoennang) rind alle Degatir. Obgleich 
diese Cntersofaiede für die erste Näherung sämtlich höchst nnbedeotend 
sind, der gröDste ^^x^^js des Ganzen, so sieht man doch, dafs sie in 
Grande blofs von dem bemerkten Umstände bei Oj in der ersten Poten- 
uroDg herrflhrea. Ich habe dieses Beispiel als das ungünstigste unter den 
mir bekannten bei der ersten Näherung gewählt^ wie flberhaupt die Liage 
Ton sieben reellen Wurzeln, sämtlich zwischen 9 und 1, bei jeder Methode, 
wegen der Noth wendigkeit , mit gröberer Genauigkeit , als man sonst bei 
den ersten Versuchen zu thun pflegt, zu substituiren, die Losung erschwert 
haben würde« Die Yergröfserung der Wurzeln allein wurde bei keiner 
Methode wesentlich zur Erleichterung beigetragen haben« Hätte man übri- 
gens, wozu aber kein Grund vorhanden war, dem oben gefundenen Werthe 
Ton faP trauen wollen, so wurde man erhalten haben 

Algbrigg.a/' = +0,000065, 

wodurch man der Wahrheit näher gekommen wäre. Ein Zeichen, dafs 
die Ueberdnstimmung der ersten Näherung nicht blois znfiUlig war. 

Als zweites Beispiel kann die höchste Gleichung dienen, welche 
Fonrier In seinem vortrefflichen Werke pag. 111 unter den Beispielen 
auSUirt: 

Potenz der Wurzeln s 2' 
x'+4a?« — 2a;* — 2a?* + 29x' — I4ar»— 23a? + 36 =i a 

Potenz der Wurzeln =s 2^ 

a?^ + 20«*+78ar*+54a?*+589ar'+1386a?'+1537ar+12% » 0) 

oder, tun von jetzt an Logarithmen zu gebrauchen : 

x^ + 1,301 03«« + 1,89209a?* + 1,73239a?* + 2,770120?* + 3,14176a:« 

+ 3,18667a? +3,11261 » a 
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Potenz der Wurzeln = 2' 

x' + 2,38739ar« + 3,70774a?*— 4,563 50;f* + 5,58565a?' + 5,39859a?^ 

—6,08996a? +6,22522 =r 0. 
Die Minaszeicben in der zweiten Gleicbuog zeigten schon an, dafs 
iniaginfire Wurzeln vorbanden seien. In der letzten Gleicbung kann man aus 
dem Orte der Minuszeieben mit Sieberbeit scbliefsen, dafs der Coefiicieut von 
x^ einen Modul, und das bekannte Glied einen zweiten Modul geben wird. 

Potenz der Wurzeln = 2* 
a?^+ 4,69313a?^+ 7,64995x'— 9,39198a?*+ ll,18557a?^+ ll,94810ar' 

+ 11,827500?+ 12,45044 = 0- 

Potenz der Wurzeln = 2* 
x'+ 9,37002a?«+ 15,34998a?^— 18,87658a?*+ 22,44623a?'+ 23,75387a?^ 

— 24,65849a? + 24,90088 = a 

Potenz der Wurzeln = 2^ 

a?^+ 18,73971 a?«+ 30,70300a?'— 37,83535a?*+ 44,89718a?'+ 47,76037a?^ 

+ 49,06887ar+ 49,80176 = 0. 

Potenz der Wurzeln = 2' 
a?'+37,47942ar^+ 61,40601a?*— 75,51594a?*+ 89,79441a?'+ 95,49582a?^ 

+ 97,80854a? + 99,60352 = 0. 

Potenz der Wurzeln = 2^ 
a?'+74,95884a?«+ 1 22,8 1202a?*— 1 5 1 ,32 1 53a?*+ 1 79,58882ar'+ 190,99 1 29ar^ 

+195,21i32a? +199,!<?0704 = 0. 

Hier scbliefst die Rechnung, da alle CoefScienten , mit Ausnahme 
zweier, zu imaginären Wurzeln gehöriger, welche durch die Minuszeichen 
angedeutet waren, reine Quadrate sind und im Fortgange der Rechnong 
keine Veränderung wurden erleiden können.^ Zieht man jeden vorher- 
gebenden Coeffioienten von dem folgenden ab, so geben die Verbindungen 
der CoefGcienten von 

a?' und a?^ Ign^ = 74,95884 Iga = 0,292808 

a?^ und a?* Igft^ = 47,85318 lg* = 0,186927 

a?^ und a?* unbestimmt 

a?' und a?» Ig/*^ = 56,77680 Ig/ = 0,221785 

x" und x" Igc^ =: 11,40247 Ige = 0,044541 

x^ und X unbestimmt 

a?^ und af" Ig^^*" « 8,21575 Ig^'* =: 0,032093. 
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Da hier nar zwei Paare imaginärer Wurzeln sind^ so kann man 
beiden in Bezug auf f linearen Gleicbungen , die sich aus a^ und o« erge- 
ben, anwenden. Uiezu ist es aber erforderlich , erst des Zeichens von a, 
h, c-sich zu versichern* Eine beiläufige Substitution zeigt, daCs a positiv 
ist, 6 negativ und e negativ« Denn es geben z« B. bei e, wenn man 
Igarss— 0,044541 (oder negativ) substituirt, die ungeraden Potenzen x^j 
a?^ d^j X den Werth der aus ihnen erhaltenen Summe 

=: + 10,9106 
und die geraden Potenzen x^i x^ und a/^ den Werth der ans ihnen er-^ 
haltenen Summe « + 10,9106. 

Es muls folglich ein positiver Werth von x substituirt werden, oder 
€ negativ genommen. Die beiden linearen Gleichungen sind 

weldie in Zahlen ausgedrückt werden 

/+ /^ =« + 0,68341 
3,60055/+ 5,57264/^' = + 1,25927, 

woraus man erhalt 

f=^+ 1,29258 /•' ca — 0,60917. 

Die erste Näherung giebt daher die Gleichung als das Product der Factorea 

{X + l,96249)(a?— l,53790)(a?— l,10800)(a?^ + 1,29258a? + 1,66642) X 

(^•«—0,60917 ar+ 1,07669). 

Will man diese Werthe verbessern, z. B. den ersten der beiden trinomi- 

sehen Factoren, so findet sich fiDr ihn 

Igr? = 0,11089 ^ = 590 57'25;'3. 

Der leichteren Rechnung wegen nehme man aber ^ in runden Zehnem 

von Secunden, etwa 

P" = 59<>57'20'^ 

Man erhalt damit 

— ro' cos7^ CS — 3/)14«035 — 7ro^ cos7^ = —21,1036245 

~ o^ro* cos5^ = + 3,5605688 — Sa^r^' cobSP" = + 17,8028440 

— o^r«* cosS^JP = —6,4534218 — 3a^f^' cos3^ = — 19,3602654 
+ a,ro»cos2(p^ = —3,3238460 +2a5r'»*cos2^ = ~ 6,6476920 

— Oef^ cos ^ = +3,2310655 ~ ckrf" cos V = + 3,2315655 
bek. GUed ^ .. . = + 6,0 [ni—f^T cos»^] = — 26,0771724 
|(_ro)»cosn^ = +0,0000630 
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— 5,1569226 

— 6,2226992 
+ 0,0150177 
+ 5,7777520 
4- 5,5872230 



ferner 
— r»'8Hi7^ = 

— ajr"'8m5^ = 

— atf^'sinsip «= 
-{■ Osf'* Biü2P' = 

— «81* aiü P^ = 

[(— ro)»«nii^ == +0,0003709 

Hieraas folgt dann weiter: 

Igi» = 6,575433 

Q = 80«21'35,''7 
and damit 

Alogr» SS +0,0000027.5« 

so dafs logß SS 0,1108927.6« 



--7ro's 

— 5airo's 

— 3a»ro*s 
+ 2aär«'s 



d7^ SB —36,0984582 
n5(p" = —31,1134960 
n3(P» = + 0,0450531 
n2<pp = +11,5555040 



— . Oar» sin (P» = + 5,5872230 
[n(—r")" sinn?)"] = —50,0241741. 



lg? 



1,751380 
2420 28'2"5 



A(p» = + 0*42 
<p as 59»57'20"42. 

Auf ähnliche Art wird y und (p^ genaaer gefunden and für die 
reellen Wurzeln bat man z. B. för a 

Igi^ SS 0,292808 






—112,112997 
+ 58,219704 
+ 22,674894 
+ 15,405508 
+ 9,812460 



^7a»' =: —784,790979 
— 5ajaP' = +291,098520 

— 3 a,«»* =! + 68,024682 
+ 2o85«P* = + 30,811016 

— «6«^ = + 9,812460 



bek.GUed== + 6,0 



[n(— o)rt») SS —385,044301 



.«0)»] SS — 0,000431, 
woraos Z^lgnP = —0,0000005 Iga = 0,2928075. 

Die Verbesserung jedes einzelnen Werthes, isolirt för sich, giebt zoletzt 
die Faetoren der Gleichung: 

{«*— 0,6092132ar + 1,0766801} {j?»+ 1,2926302*+ 1,6664238} X 
1«+ 1,9624901} {a? — 1,5378905} {a? — 1,1080166} , 

welche, da jedor för sieh gefunden ist, die Pröfung der Bechnang gewäh- 
ren, dals sein mufir; 

fl + 5 + c + /+/' s ai =s a 

Die Wertfae der ersten Näherung sind in diesem Beispiel so nahe 
der Wahrheit, wie man es für fünfstellige L<^arithmen kaum erwar- 
ten durfte. 
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Als drittes Beispiel einer Gleichnng mit mehr als vier imaginären 
Wandln kann die Gleichung dienen 

a?' + 3j?*+ 6 = 

Potenz der Wurzeln = 2* 
w' + 9a:* + 36x^ + 36 = 0. 

Potenz der Wurzeln = 2* 
a:^+81j:*— 648a?' +1944 a?^— 2592a? + 1296 s 0. 

Potenz der Wurzeln = 2' 
a?'— 1296ar*+11745a?*+104976a?'+629856ar^+16796l6:r+l679616 = 0. 
Von hier aa Logarithmen: 

Potenz der Wurzeln = 2* 

a?'+ 3,41364a?«+ 6,27636a?*+ 8,60926a?*— 9,91005a?* 

+ 10,92186a?^+ 11,84836a? + 12,45042 =s a 

Potenz der Wurzeln = 2* 

aP+ 6,46828a?«+ 12,16012a?*+ 17,29346a?*+ 17,89851a?» 

+ 22,31679 a?^+ 22,41671a? + 24,90084 = 0. 

Potenz der Wurzeln es T 

a?^ + 12,75961 a?« + 23,97079 a?»+ 34,58689a?'— 39,91 125 a?» 

+ 44,63668 a?'— 47,51776a? + 49,80168 = 0. 

Potenz der Wurzeln ss 2^ 

a?'+ 25,49393 a?«+ 47,63345a?* + 69,17378a?*+ 79,51832a?» 

+ 89,26074 a:' + 94,72953 a? + 99,60336 = 0- 

Potenz der Wurzeln = 2* 

x' + 50,98747x^ + 94,96298 a?» + 138,34756 a?* + 1 58,73567 a?» 

+ 178,52144ap^ + 189,15081a? +199,20672 = a 

Hier wird die Rechnung geschlossen, weil die CoefiScienten von a?^, a?*, 
a?' und das bekannte Glied reine Quadrate bleiben. Die negativen Coef- 
ficienten von a?» und a? in der 6^^ abgeleiteten Gleichung, zeigen, dafs die 
Coeificienten , die auf sie folgen, zwei Moduln bestimmen werden. Auch 
der Coefficient von x^ ist in der dritten abgeleiteten Gleichung negativ. 
Ea ist deshalb aehr wahrscheinlich, dafo auch der Coefficient von üc^ einen 

31* 
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Modal bestimmt. Die erste Warzel ist reelL Aas der saccessiven Divi- 
sion erhält mao 

Iga»»« = 50,98747 Iga = 0,199170 

Ig/« 8 87,36009 lg/ Ä 0,341250 

lg/»« s= 40,17388 Ig^" = 0,156929 

Igg'"" e= 20,68528 Ig^"* = 0,080802. 

Um die zu den verschiedenen ^ gehörigen f za finden , wird die 
Gleichung zu einer vom achten Grade gemacht. Es ist dann 
«1=0, 02 ÄS 0, aj = 3, o« tss 0, 06s = 0, «6 = 0, o? = 6, Os = 0, 
womit die ß and 7 werden 

ß = 1, ßi == 6f-«, ßj = 0, ß, = 3, j?4 = 0, 

y = 1, 7i = —61*-«, yi = 0, y, « 3. 

Die beiden Gleichungen fär / werden also 

SS I*— 6 r^/* — 4 r»/'+ (18*^—3)1 + 2 r« 
=s «»+6r-«^' — 2r*« — (61^ +3). 
Wird hier zuerst Igr^ = 0^34125 substituirt, und die Coefficienten loga- 
rithmisch mit vorgesetztem Zeichen geschrieben, so stellt sich die Division 
beider Gleichungen in einander sot 

= <♦— 9,75440/'— 0,94331/' +9,86872^+0,9835* 
= /»+9,75440/»— 0,64228/ —0,62802 
IgH 0,30103 0,30103 0,06969 

— 0,05543 /*— 0,64228/» + 0,69771 / + 0,98355 
rs /' + 0,58685 /' — 0,64288/ — 0,92810 

IgB* 0,06909 00 0,^30198 

— 0,51776/* / + 0,62612 ~ 

Otsa/'... /— 0,1083& 

IgÄ". 0,00000 0,15026 

+ 0,58685 /»— 0,49202/ — 0,92&10 
= /»-T 9,90517/ —0,34125 
l^B'" 0,00000 0,38189 

+ 9,90517/ +9,9593& " 

s= / +0,05419. 

Die Uebereinstimmung dieses letzten Wertbes von / mit einer War> 
sei der Gleichung 0—/»— 0^10836 zeigt, daC» die Aunahme eines posi» 
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tiven 1^ richtig ist Bei der EiDfachheit der Coefficienten iu den beiden 
Gleichungen, welche durch ai = a2 = a4 = a5c=:aQ = a8=0 herbeigeführt 
ist, kann man auch die Gleichungen unmittelbar in einander dividiren, wo- 
durch man erhält : 

*~r'* + 18r*— 36* 
Substituirt man hier lg^''=: 0,1 5693 und Ig^''^s= 0,08080, so erhält man 
die logarithmischea Werthe: 

« f + 0,28435 = Z^''— 0,16895. 

Es sind folglieh die Factoren aus der ersten Näherung: 
= (a: + 1,58186) (ar'-- 1,13289 a? + 2,19405) 

(a?*— l,92464dfa? + 1,43527) {x" + 1,47553a? + 1,20447). 
Die durch eineBedinuttg mit 7Decimalen gefundenen verbesserten Werthe 
sind: 
= (ar + 1,5818592) («*— 1,1328854a? + 2,1940798) 

(a?^— 1,9246556a? + 1,4352554) (a?^+ 1,4756817«? + 1,2044862). 

Als letztes Beispiel endlich einer Trennung gleicher, oder nahe glei- 
dier, reeller oder imaginärer Wurzeln möge die Gleichung dienen: 

= a?* + 4,002a^ + 14,01801 x" + 20,03802a? + 25,07005. 

Bei jeder ersten Näherung wird man geneigt sein, die rechte Seite der 
Gleichung fdr ein vollständiges Quadrat zu halten. Denn es ist 

{x" + 2,001 a? + 5,007}' = a?* + 4,002 x^ + 14,018001 a?' + 20,038014a? 

+ 25,070049, 
welcher Werth sich von der rechten Seite der Gleichung nur in der fünf- 
ten Decimalstelle erst unterscheidet. E» würde sonach eine sehr weit- 
läufige Bechnung werden, wenn man durch Potenzirung der Wurzeln die 
einzelnen Wurzeln oder Moduln trennen wollte. Angenommen daher, man 
habe nach 6 oder 7 Operationen die Ueberzeugung gewonnen, da(s hier 
zwei einander sehr nahe stehende triuomische Factoren stattfinden, sa 
wfirde man als erste Näherung annehmen 

/ = /^ « 5/)07 fznf'^ 2,001 

vnd daraus 

Igr^ =» 0,3497888 ^ = 63«26'26;'4. 

Der leicliteren Rechnui^ wegen nehme man 

Igr« = 0,3498000 ((P =s 63^ 26' 20'^, 



S46 0* Snck«, äbtr allgemeine jtvftasung der numerischen Gleichungen» 

SO giebt die Snbstitutioo bei Logarithmen von 10 Decimalen^ die bier oö- 

tbig sind: 

+ #*• cos40^ =s — 7,0137170573 4ro* cos4(p» = — 28,0548682292 

— «.r«' cos3(p/' = +44,1162372122 — 3airn*cos3(f/' = +132,3487116366 
+ o, r"' cos 2(P» «= —42,1 22801 2449 + 2a, r"» cos 2«^' = — 84,2456024898 

— ttjr" cos (PP =s —20,0498010266 — a,r" cos <pp = -- 20,0498010266 

+25,07005 [ii(-ro)»cosn<p°] = — 0,0015601090 

l(-r^y coanüp'] s=s — 0,0000321166 

+ r»* sin 4<p» = —24,07 16609670 4 f** sin 4^' = — 96,2866438680 

— a, r«' sin 3(f)P = + 8,0305364993 — 3a, »*' sin 3^)'' = + 24,0916094979 
+ a,r"* sin 2(pP =5 +56,1476453709 +2a2ro'sin2(p^ = +112,2952907418 
— .0$«* sin (P» = —40,1064968325 — a,»* sin ^ =s — 40,1064968325 
[(-ro)»sin tifff] = + 0,0000240707 [ii(— r°)" sin n(p^ = — 0,0062404608 

Wegen der Gleicblieit der Wurzeln nnCs hier noch binzugefögt werden 

3.4ro*cos4^ sa — 84,1646047 

— 2.3air«'cos3i/' = +264,6974233 

+ 1.2a,r"'*cos2«y = — 84,2456025 

[n(n— l)(—rn)»] cos n(p°]= + 96,2872161 



3.4r«sin4(pP =a —288,8599316 
— 2.3a.ro'8in3^ = + 48,1832190 
+ 1.2 «2»*' sin 2^ Ä +122,2952907 



[«(n—l) (—#*)"] sinn?)«'] = —1 28,3814219. 

Aus diesen Werthen «rgiebt sich 

IgP = 5,603531 Q = 143*' 8'57;o 

Igg = 7,808380 yp = 255 57 49,7 

W ^ 2,205414 t^' =s 306 52 13,0, 

woraus weiter folgt 

Ig^ =5 9,054660 7 = 8" 3' 29^35 

und dann 

^ = 1—0,000025276 ±0,000699739 

(p — (P* = +6;'4l7 +20;434. 

Man bat foIgKcb folgende zusammengehörige Werthe 

Ig^ r=: 0,3500928 ^ = 63" 26' 46785 

Igy' == 0,3494850 ^' = 63" 26' 5;'98 
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and wönn man bieraas die Factoren der Gleichung bildet, so erhält man: 
(* + 1-,001002 1 + 2,0030005 •*— 1) {x + 1 ,001002 1 — 2,0030005 /— t) 
{x + 0,9999979 + 2,0000009 ^—1) {x + 0,9999979—2,0000009 •"—!). 
Die Factoren, aus denen sie wirklieb gebildet ist, sind 

(ar + 1 ,1001 + 2,003 ^—1) (* + 1,000 + 2,000/*— 1) 
und die kleineu Unterschiede der berechneten Werthe rühren nur davon 
her, wie die obigen Zahlen ausweisen, dafs auch mit Logarithmen von 
10 Decimalen die letzten 3 Decimalstellen In faP sich nicht mehr verbür- 
gen lassen. Es sind nämlich die wahren Werthe 

Ig^ = 0,3500926 (p = 63"26'47;'01 

Ig^' sss 0,3494850 ^' = 63'» 26' 5;'82 

von welchen die Winkel um O^'IG, die Logarithmen der Moduln um 2 Ein- 
heiten der letzten Decimale bei dem ersten abweichend, bei dem zweiten 
völlig übereinstimmend gefunden sind. 

W<^te man die früher erwähnte Auflösung der biquadratischen Glei- 
chung hier anwenden, so wird die cubiscbe Gleichung zur Bestimmung 

von y 

y*— 14,01801 >^— 20,08804396^ + 602,6845798014 = 0, 

deren drei reelle Wurzeln sind: 

(y— 10,0t401)(y— 10,014)(>-+6,01) = 0, 
denn es ist, wenn man sie der Reihe nach mit a, b, c bezeichnet, 

a + i'{-e = — 14,01801 
ab = +100,28029614 

ac = — 60,18420010 

bc s= — ■ 60,18414000 

itb-{-ae + bc = — 20,088043960 
abe = +602,6845798014. 

Der einzige Wcrth von ys=+10/)l401 macht V(r'— 4a») za 

einer reellen Grölse DimUch =0,01401. Es wird folglich 

r = i(+ 10,01401 +0,01401} « +5/)1401 

tr'ss ^{+10/)i401--0/)l40l} = +5,00000 

und wegen 

«iX — 2 a, SS + 0,00002802 

/ » i {4,002 + 0,002} c= +2,002 

/' = i {4,002— 0,002) = +2/)00, 

so daCs die (rinomischen Factoren werden 
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i. 

Um die Aufgabe übersichtUch vor Aageu zu haben, wird erst in 
wenigen Worten die Entwicklung der allgemeinen Beihe selbst hergesetzt 
werden müssen. 

Es sei Fx eine beliebige Function der veränderlichen Grölse x 
und x-\-k=:a eine constante Grölse, so, dafs also, wenn z. B. or um a 
zunimmt, A: um a abnimmt. 

Nun ist, identisch, 
oder, wenn man der Kurze wegen 

setzt, was geschehen kann, da k mit x zugleich veränderlich und also 
», eigentlich nur eine Function von x. nemlich ^^ ^ ist: 

3. F(a? + *) =: Fx + kfx. 

Verändert sich nun x um -f ^ ^^^ folglich A: um «— a, so erh&lt man, 
wenn man in (3.) or + a statt x und k — a statt k setzt und von dem Re- 
sultate die unveränderte Gröfse wieder abzieht, 

= F(a? + a) — Fx-^-ik — a) fix^-a) — kfx, oder auch 
4. = F(a?+a) — Fa? + (*— a)(f(a? + a)— /a?)~ap(r. 

Bezeichnet man die erste Differenz einer Gröfse, nach a genommen, 
durch ein davorgesetztes a, so läfst sich (4.) wie folgt schreiben: 

6. = AFx + (k'^a)^fx — afx. 

Setzt man hierin von Neuem x-^-a statt x, also k — a statt k und 
zieht von dem Resultate die vorige Gröise ab, so ergiebt sich 
= A F(ar+a) — - A Far + (*— 2a) A/^or+a) — a/*(j?+a) — (*— a) a/St + afx 
oder 

6. = A^Fx + (k—2a)^^fX'—2aiifx. 

Die abermabge Wiederholung des Verfahrens giebt: 

= A^F(a? + a) — A^Fa? + (ife— 3a)AY(ar+a) — 2aAf(ar + a) 

— (*— 2a)AYa? + 2aAfr 
oder 

7- = A*Fa? + (*— 3a)AYa? — SttAYa:; 
und so weiter« 
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ZasammeDgeoommea erhält man also folgende Ansdrücke: 

( F(a?+*) =s Fx-^ kfxy (3.) 



8. 



a 



Afx =5 

' oa 

3^ A*Fa: 1/1, A \A*/*^ 



2« +(Ä-2a)^, 



(6.) 
(€.) 
(7.) 



n— 2 



A«-i Fx 



^ ' /la ' ^ ^ na 

Substituirt man diese Ausdrucke in einander, so erhält man: 

ik Vf 1 h\ I? I /, aR«? , Ä:.Äc — a A«Fa? , Ä:,Ä: — a.A: — 2a A» Fx 



• « • • • • 



a • 2 a> ' 2.3 

fe.fe — a.k — 2tt .... k — (n — 1)« A" Fr 
2 . 3 • . • . /i * a'* 

"• 2.3 .... n '^l^' 

welches die allgemeine Taylorsche Reihe mit Diflerenz-CoefiKcienten ist, 
die also in der höchsten Allgemeinheit und ohne Irgend etwas vorauszu^ 
setzen. Statt findet. 

Das letzte Glied rechter Hand in (9.) ist der Rest der Reihe^ der 
auf die vorhergehenden n-}-l Glieder folgt Die Reihe gilt för jeden be* 
Uebigen Werth von Xj wenn nur immer k so genommen wird, dals x-^-k 
denselben constanten Werth a behält, und a ist völlig willkürlich« 

Bezeichnet man der Kurze wegen 
10. Den Best jt-o r •-z^r-j das heust 



2 • 3 .... n a" 

k.k—a.k — 2a .... k — na „/Fa--Px\ 

• A i — 
a 



'^'(rh^^)^""^^ ^'' 



2.3 • • • . na'* 

11. Die Function Fx durch y^, oder auch blofs durch y; 

12. Die Differenz-Coefficienten , — p- . — 3- durch Z>y„ D^y^^ I^Yx^-* ; 

a a a 

13. Die Goefficienten, welche k enthalten, der Reihe nach durch k^^ Ar,, 
kl . . • • , so dafs z. B. 

32» 
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ist, so kann die Reihe wie folgt geschrieben werden: 

14. F{x + k) = y^c+k.Dy^+k.D'y^ + hD'y, .... +*„Z>»y, + (Pflr. 

9. 

Da a ganz wiUkfirlich ist, so kann es auch ?=: gesetzt werden. 

Dann gehen die Differenz - Coefficienten — , ^^ j — ^ ••••., also 
Dy, D^y, D^y ...., offenbar in die Differential -CoefBcienten dy, d'^y, 

d^y.... fiberj denn z. B. dy oder JFop ist nichts anders als "^"^ ' ^ , 
oder fflr a=:0. Die CoefBcienten kiy k^^ k^ .... in (14.) gehen für 

a = in A*^ -TT* ^ -^ • . • . üben Und so wOrde, wenn alle die Coefficienten 

A für a == 0, bis ins Unendliche, von Facultäten, wie sie es sind, in blofse 
Potenzen fibergingen, die Reihe (14.) unmittelbar die besondere, eigentlich 
sogenannte Taylorscfae Reibe geben. Da es indessen zweifelhaft ist, ob 

auch noch für n sssoo in (13.) Ar^ = ö"-Q sei, weil, wenn auch a=0 

A»o •••• n 

ist, doch na lur ein unendliches n nicht Null und folglich k-^na nicht 
= A: sein könnte, so ist es nöthig, die Taylorsche Reibe mit Differential 
len (14.), oder für den Fall a = 0, für sich besonders aufzustellen; was 
auf ähnliche Art wie oben, folgeudermafsen geschehen kann und wobei 
sich dann zugleich auch die Bedingungen ergeben, unter welchen die be» 
sondere Taylorsche Reihe Statt findet, nemlich unter welchen die Coef- 
ficienten k in (14.) von Facultäten wirklich in blofse Potepzen übergehen. 

Man setze, wie oben, in dem identischen Ausdrucke F(x^k) ss 
Fx'\-kfxy or+tt sl^tt X und folglich k — a statt k und ziehe von dem 
Resultate die ursprüngliche Gröfse wieder ab, ohne für den Augenblick 
a = zu setzen, so ergiebt sich 

= Fix-^-o^—^Fx + ik—a^fijc+o^—kfx, oder 
15. s=s d,Fx ^ k^fx — «/"(jc + a). 

fn diesem Ausdruck setze man von Neuem X'\-a» statt x und k — a 
statt k und ziehe von dem Resultate das Ursprüngliche wieder ab, so er» 
hält man 

0= AF(x+a) — AFa?+(Ap~a)Af(a? + a)— äa/Vt — a/T(a:+2a) 

+ 0/^(0? 4- a) oder 

16. 0= A^Fa?+*Aya:— 2aü/'(ar+a). 
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Die Wiederholung des Verfahrens giebt 

+ 2aAf(Ä?+a) oder 

bieranf # 

=s A*Fa?+A?AYa?— ;4aAY(x+a)5 

und so weiter. 

Zosaumengenonimen erhält man also folgende Aasdrucke: 

(8.) 



/ F{x-\-h) = Fx +kfx, 



18. 



+ ^ 



2«* ' " 2o» » 
A« /•(<?+«) _ A«P .T . . A»/ar 

9a« "~ 9J»«» 'T''* 9.3tt« » 



(15.) 
(16.) 
(17.) 



A« /(ag+g) ;_ A'fa? , . ti*fx 
2.3 a» ■" 2.3.4 a« "*"* 2.3.4 a« » 



3....«— 2o»-* ~'2.3....ii— lo'^»"*"**2.3....ii--la'^'» 



2.3 
A— «/•(j?+a) 



A»Fa? 



.-jir- + ft.- 



19. 



\2.3....«--la^» 2.3....iior» ' "' 2.3..,.«o'' 

ist OOD /^a?eg ^C^g-f-t)— y» ^n^ ,^ ^ j^|.^ jg£, fjQp ^^Q 

' /*(«+«) es fa?, oder f(x-\-a)'-fx ssO, das heifJBt 

A/'ar =0, 

.^Z^, oder V(*+'»)-'>f ^^o, das beUat 



A/^(g+a) 



A«/<ar+a) 
2a« 



A»/(a?+a) 
2.3a» 



^ 



2a» * 



Oder ^lß*±^l£f c=0, das heilst 

2o» "^ 

5-^, oder 1^ ZJr t — ^«0, das heifot 



2.3a» » 



2.3a 



2.3a» """' 



A*-«(x4'«) 

2.3..~ii— la"-» 



äsz^ü^' ^«^ 2;3.!Zriian-/ '"Q* ^" *"»*^ 



A^^X 



2.3....Ä— lo*-* 
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ist, SO geben die Ausdrucke (18.) 9 in einander substituirt, 

AA Kt, I TN iP 1 i.^P^ I ^* A*Fa? , k* A«Fx 



2.3* a» 



• • • • 



"*"2.3....ii' «»» »"2.3. .•.«+!' a»» ' 



oder, da a=sO sein soll und -— ^, — tt" > ~7:i~ ^^ diesem FaDe 

nichts anders sind als dFxf d^Fxf d^Fx ...., 

21. Fix+h) = Fa: + A;rfFaf + yrf=F« + ^rf»l?'« 



und dies isl die besondere Taylorsche Reihe« 

Die Bedingungen für das Stattfinden derselben sind diejenigen (19*). 

Sie sind in Beziehung auf fx «= h ^ ausgedruckt , las- 

sen sich aber auch wie folgt auf andere in Beziehung auf Fx selbst, 
bringen. 

Die Gleichungen (8.) nemlich kann man auch wie folgt ausdrucken: 
^ (tfx ÄS lFx + (ä — a)Afx, 

2£ifx = — r— + (*~2a)— i— , 






2.3....ii--2«'^» 2.3....n-2a"-2T^^'* «.» *^"''*2.3....n— 2a"-= 
V2.3....n-la"-« ~~ 2.3....H— la»"» ~^ ^'2.3. ...n—l«"-»* 

Nun nia(sle, zufolge (19.)> wenn die Reihe (20.) Statt finden soll, 

2.3-... (n—l)««-* 

sein. Dieser Bediogung gemafs mässen die letzten Glieder rechterhand 
(82.) wegfallen und es mufs also 



9. Uiber die Convergenz der allgemeinen EntwicklungS" Reihen. 



865 



«4. 



afx 
2äfx 

2a 
4a«Yx 
2.3 a» 

ÖA*fT 

2.3.4a» 



A*Px 



a,. 



aFx 



a 



a 

a»Fjc 
2o» ' 

A*Px 

2.3a» » 
A*Fx 
2.3.4a* » 



oder 
oder 
oder 
oder 



Afx 

A*fx 

a 

A»fx 

2a* 

A*fx 

2.3o» 



ä*Fx 

2« * 
2 a» Pac 
2.3a« » 
3a«Fx 
2.3. 4o» ' 

4a» Fa? 
2.3. 4. So*» 



wA"-»fjc A"Fjg , 6^-^fx 

.2.3....R— l«"-*'^2.3....«-la''-»» ®"®*' 2.3....«— 2 o»-» 



2.3.... na»-* 



aöiir. IKeses giebt aber wieder, zufolge der Bediogaogen (23. oder 19.), 
und da fOr a = 0, afx oder o. ^^"^*^~^^ immer =0 ist, 

tFx 



/O = a. 



= a. 



SS a. 



25. 



, das heiEst adFx = 0; 



^* ^* das heifst -?- rf»Far 



2o* » 
2A»Fap 
2.3o» ♦ 



0; 



das heiüst 



2a 



2.3 



d^Fx = Oj 



= «--o^» d»« h^'f«* -Txr^*^- = 0, 



=: a. 



4 a* Fa? 
2.3.4.öa»' 



das heifst 



4a 



2.3.4.5 



d^Fx = 0; 



=: a.J=i^, das heifol ifiif^-j-^x = a 

^ 2.3....iia'* ^ 2.3. .../i 

Dieses sind die Bediogungen fflr die Gültigkeit der besondern 
Taylorschen Reibe (20.), durcb Fx selbst ausgedrückt. Sie finden im 
AUgemeinen mit Sicherheit unr dann Statt , wenn keiner der Differential- 
Coefficienten dFxj d^Fx^ d^Fx, .... d'^Fx unendlich grofs ist; denn wäre 
es einer derselben, z. B. d'^Fx, so würde er, mit assO multiplicirt, nicht 
nothwendig Null geben; wie es sein soll Die Bedingung für das Statt- 
finden der besondern Taylorschen Reihe ist also im AUgemeinen die, dafo 
keiner der Differential -Coefficienten in derselben für irgend einen Wertb von 
X unendlich grofs sein darf. 
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3. 

Es kommt nun iosbesondere auf die Scbätzung des Restes ^x der 
allgemeineu Taylorscbeii Reihe (14.) an. 

Unmittelbar wurde sich dieser Rest nur aus der Function F(x'\-k) 
selbst und den sämmtüchen ibm vorbergehenden Gliedern beurtbeileu lassen ; 
denn er ist nichts auders als diese Function F^x-^k) selbst, nach Abzug 
jener Glieder. Aber da eben die Function erst entwickelt werden soll, 
so ist ihr Werth als noch unbekannt anzusehen und folglich auch der 
Werth des Restes aus ihr nicht zu beurtheilen, sondern nur aus den als 
gegeben anzusehenden Gliedern der Entwicklung. Es kommt also darauf 
an, den Ausdruck des Restes mit dem der einzelnen GUeder in Verbin* 
düng zu bringen« Dieses ist mit der ersten Differenz A(px des unbekann- 
ten Re^s möglich; denn es läfst sich dieselbe wie folgt durch das erste 
Glied des Restes ausdrücken , und dann lafst sich daraus weiter auf den 
Rest selbst schliefsen« 

Es wurde gesetzt: 

»6. k^ = ^'^-^'^"ll^-' '^-(^" i^. (18.) 
Es ist also auch, wenn man k — a statt k schreibt, 

am /i. _\ Ä^ — ^»k — 2a. fc — 3a .... Ir — na 

»7. iß a)n = ö-q — 

Dieses giebt 

k-^a.k^ia.k — 3a ...> k — na , k — a.k — 2a.k — 3a .,.. fe— (n — l)tt 

— ^ — g** — 2a.A; — 3a ..,. k--{n — l)a /k — na . \ 
~ 2.3 .,., n-i A~7i ^^y 

'.k — a.k — 2a ••••7^ — (n — i)a • /oä \ 

2.3....« — *"• (***•> 

Also ist, för jedes beliebige n, 

28. (*— a), + a(*— a)^, = *,. 
Nun setze man io der Reihe (14.) x+a statt Xj also auch k-^tt statt k 
ttod ziehe von dem Resultate die ursprüngliche Reihe wieder ab, so er« 
hält man 



1c 
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oder, wenn man hier in den abzuziehenden Gliedern zufolge (28.) 

*i = (Ä — a)i + a, 
kl ^=s {k — a)2 + a(A: — a)i , 
80. { ki SS {k — a)3 + a(k — a)2 , 



k^ = (* — a), + a(* — a)^i 
setzt, 
31. = yx+«+ (*— a)x J?yx-N+ (*~a)2DV,+«+ (k—a^IPy^^^ .... 

— yx— (*~aXl>yx — (*— a)2/>V* — (*— a)3/>'yx 

— aU/x — OL(k—a)iIPyx — O'ik-^ti^IPyx 

Es ist aber z. B. 

ö y,+.— D y, = — ^j~^' ^,-^(12.) = -^— = aö^+^y;,, 

32^ ^ desgleichen 

(P(ap + a) — (px s= A^o? = aD(Px and 
yx+*— y^ == Ay^ = aDy^- 
Also ist (8i.) so viel als 

33. = a/>y^4-a(&— a)iI>Vx+a(A: — a)2Z>^yx — +a(Ä — a)^.xÖY^ 

+ C6(*— a),/^+Vx + a/XpÄ? 

— aDy^^dik — ct^D^yx — a(A: — a)^/?^* •••• — «(* — ^)n^i^yx 
uud es folgt, wenn man wegläCst, was sich aufhebt, 

34. (Ä — a)n/>"+'y* + D(px = 0, 
das heilst: 

35. a(*~aX^3^ + A(Pr = 0, 
oder auch, ausgeschrieben, 

36. a 2.3. ...n --^Ho- + ^<P^ = 0. 

Das ernte Glied des Restet (px, welches durch P bezeichnet wer- 
den mag, ist 

q» n fc.fe — tf.Äc — 2a .... fr — na A^^+^Fa? 

^^' ^ 273. ...n+I -""^i^^'" 

Also ist vermöge (86.) 

38. A(p:r + Ö!±l)ü.p=:0; 

Crelle'f Journal cL M. Bd. XXIL Hft. 3. 33 
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was ein Aasdruck der ersten Differenz des Restes durch sein erster 
GUed ist. 

Da . auch zufolge (SS.)) wenu man dort n -f 1 stsXt n scbreibt, 

{]k — d)n^\^^k^i aber nicbts anders als ^K^^^ folglich 

40. a(Ä — a)„ s= — A^rt+i 
ist, so erbält man anch vermöge (35.) 



oder aocfay da a(P^ = aD(Pj? und ä.k^^ = aDk„^i ist, 

42. />(p^ — DK^,D^^'y, = 0; 
welches ebenfalls AosdrOcke der ersten Differenz des Restes durek ^em 
erstes Glied sind. 

Nun läfst sich vermittelst der ersten Differenz einer beliebigen Func- 
tion von Xy z. B. v/^jr, nach a genommen, also vermittelst der Differenz 
>^(jr + a) — \^jr, von einer andern Differenz derselben Fanction, z. B« von 
xl/(a:+k) — \I^Xj insofern k ein ganzzahtiges Vielfaches von a, z. B. 

43. Ar sa mo, also m eine ganze Zahl 
ist, 

Erstlich das Zeichen benrtheilen, falls das Zeichen von ^(^-{*a) 
'-^\px für alle or von x bis j7-{-Ak sich nicht ändert, nnd 

Zwmtens läfst sich die nene Differenz \// (jtr -)- ^)— \^ rr selbst, wenn 
man weifs, da(s A\//jr nur stetig sich verändert, durch die Differenz ^(o^+a) 
— \//jr, für einen nüttleren Werth von x genommen, ausdrucken. 

Wenu nemlich, wie vorausgesetzt wLrd, a in k aufgeht^ so ist 

* . • 
^(*+(»— 1)«) — ^(a:+(«-2)a) -s A,|/(a? + (m — 2)«), 
>//(« + »a) — ,/;(ap^(o,— i)j,) -_, AN//(x+(m — l)a). 

Die Summe biet von ist. Ati x-^-ma^sx-^-k sein soll, 
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und in diesem Ausdrucke sind die Glieder rechterband, deren Anzahl m ist, 
nichts anders als die Werthe von 

A'^/x für X ^=1 Xj x + a, ap + 2a, •••• x+(iw— l)a. 
Weifs man also 

Erstlich j dafs a\1^x för alle möglichen Wertbe von x^ von x an bis 
^ + ^> immer dasselbe Zeichen hat, so haben auch alle die Glieder rechter« 
band in (45.), da sie ebenfalls zu diesen Werthen von a\//x gehören, das 
gleiche Zeichen« Und folglich bat auch ihre Suemne das gleiche Zeichen. 
Es folgt also, daCsr die neue Differenz >//(x-}-^)*-^^ dasselbe Zeichen 
haben wird, wie die Differenz \^(jr-f-cK)— %^Ar8= a^jt, falls letztere für 
alle Werthe von Xy von ^ bis x-i-k, ihr Zeichen nicht ändert. 

Zkveifens wird es unter den m Gliedern rechterhand in (45.), sie mö- 
gen gleiche oder verschiedene Zeichen haben, nothwendig ein gröfstee 
und ein kleinstes geben. Irgend eine mittlere GröCse, mmal genommen, 
wird also der Summe der m Glieder gleich sein. Weifs man nun, dafs 
äxl^x mit or zugleich nur stetig sich verändert, so wird a\1/x, indem x 
stetig in x-^'k übergeht, alle fnöglichen Wertbe durchlaufen, die es haben 
kann, also auch, indem es von seinem kleinsten zu seinem groCsten Werthe 
gelangt, oder umgekehrt, nothwendig alle möglichen Mittelwerthe. Es 
wird folglich auch nothwendig diejenige Gröfse berühren, die mmal ge- 
nommen der Summe der m Glieder gleich ist, und zwar nothwendig (äx 
irgend einen Werth von Xj der zwischen x und x-^-k liegt und der also 
etwa durch x-^Kk bezeichnet werden kann, wenn man unter K eine Zahl 
versteht, die nicht gröfser als 1 und nicht kleiner als ist. Es folgt also, 
sobald man weifs, dafs a\(^x nnt x nur stetig sich verändert, es mag übri- 
gens stets dasselbe Zeichen behalten oder nicht, daCs dann ^(«+A:) — yf/x 
durch 

46. 4.(x+k)^yl^x == mAxf^(x+Kk) = *.^^^^±^^ 
ausgedrückt werden kann, wo X die Grenzen und 1 nicht überschreitet 

5. 

Dieses also läfst sich aus der ersten Differenz a\//x«s ^/^(Jp+a) — xf^x 
einer unbekannten Function ypx von einer andern Differenz dieser Function 
^//(jr-f-A:) — \Ijx schliefsen, vorausgesetzt dafs A: ein ganzzahliges Vielfache 
von a ist. Kennt man nun auGserdem noch etwa einen der beiden Werthe 

38 <> 
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der Function y^jx, entweder den ron \//jr, oder den von >/^(jp+&)j z. B. 
den letzten^ weiCs also, da£9 z. B. 

47. ^(a? + Ä) = Jl 
ist, 80 läfet sich ancb auf die Function ypx selbst scbliefsen, denn es ist 

alsdann ^g^ %^(a:+Ä) — ^//ar = A—^4^x, 

und was von dem Resultate der Veränderlichkeit von ^Ka?+&)— n^^ ge- 
funden wurde, gilt jetzt von y^jx selbst. 

För den unbekannten Rest der obigen Reihe, (f>x, ist in der Tbat 
der Werth von Pix^k) bekannt Denn wenn man in (14.) ar+Ä statt x 
und folglich k s= x — k = setzt, so verwandelt sich das erste Glied 
rechterhand in F{x'\'k) und alle folgenden Glieder, bis zum Rest, fallen 
wegen A:c=0 weg. Mithin giebt die Gleichung (14.) für diesen Fall: 

49. F(x + Ä) = F(a? + Ä) + i)(:r + Ar), 

und folglich ^^ . ,^ 

^ 60. ^(jc + Ä) = 0. 

Insofern also die obige Function \^x entweder der Rest (^x selbst 
ist, oder auch nur auf eine bestimmte Weise davon abhängt, wird man 
immer den Werth -4 = r^a: + A:) von y\jx für jr = jr + ^' kennen, und folg- 
lich wird das was gefunden wird von ^jer selbst gellen« 

6. 

Dieses läfst sich nun wie folgt anwenden, um für den unbekannten 
Rest (px 

Erstlich, vermittelst des Ausdrucks (34. oder 41.) seiner ersten Diffe- 
renz nach a durch sein erstes Glied, Grenzwerlhe zu finden. 

In diesem Ausdrücke, z. B. demjenigen (41.)^ sind nemlich die drei 

Gröfsen a^ot, aä^^i und — ;;xt— sämmtlich von x abhängig, und für die 
verschiedenen Werthe von x haben sie, der Gleichung zufolge, zusammen^ 

gehörige Werthe. Die Gröfse — ;nT~ ^^ B. wird aber nothwendig einen 
gröfsten und einen kleinsten Werth haben : sie mag bei ihrer Veränderung 
ihr Zeichen wechseln, oder nicht Man bezeichne 

51. Den kleinsten Werth von — -x,-- durch itf, 

52. Den gröfsten Werlb von ^""^^^"^ durch A', 

so I&fst sieb für jeden andern Werth von x als den, der den gröfsten oder 
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kleinsten Wertb von — ;;:p^ g«ebt, 

53. ^;;^ = iif+r = Ar-F 

setzen, wo U und V für keinen Wertb yon x negativ^ sondern nur oder 
positiv sind. 

Vermöge (41.) ist also nun 

iL(f)x — A A:„+i (üf + 17) CS und 

und dieses giebt 

i a(P j7 — ^Kati itf 2= + aA«+i ü und 
\ ^(^ X -^ nK^iN = — AÄ^+iF. 
Aber U und V, hier recbterhaud, ändern das Zeichen nicht und sind 
beide stets positiv. Also ändern auch , in so fern a k„^i für aUe Werthe 
von X das gleiche Zeichen hat, a(Px — ähn^iM und A(pjr— -AA:„^.iiV das 
Zeichen nicht, und haben dabei notb wendig entgegengesetzte Zeichen, fär 
alle Werthe von x^ weil V und F in (65.) lüde gleiche Zeichen haben, 
uemlich positiv sind. 

Nun ist, da M und N constant sind und kein x enthalten, 
^g Ja(Px — AÄ%4.i3/ = A((PdP— Ä^+iilf) und 

( A (Po? — A k„^, N :=z A ((p) JT—Ä^+i N). 

Setzt man also 

so ist, vermöge (56. und 55.), 

68 I ^^^^ ~ + ^*n+i ü" und 

und man weifs von ^f^x und a^at^ dafs sie für die verschiedenen Werthe 
von x, von x bis x-j^k, ihr Zeichen nicht ändern, und zugleich, dafs sie 
nothwendig entgegengesetzte Zeichen haben. 

Auf diese Functionen f^x und fiX findet also schon der erste Satz 
(S. 4.) Anwendung und es folgt, dafs auch die Differenz fi(jx + k) — f^^x 
dasselbe Zeichen haben wird wie die Diflerenz /i(a? + a) — ^x = ^fiX 
und die Differenz fiix + k) — ^j? dasselbe Zeichen wie die Differenz 
/a(^+a) — /^a? = äf^X. 

Es haben folglich auch nothwendig /I'(a?+Är) — f^x und/2(;P+/0 — A^^ 
eben wie ^^fx und ä^fx, entgegengesetzte Zeicheu. 



26S 9. Ueber die Convergenz der allgemeinen Bntudokbtnge^Riihen. 

Die ersten Theile dieser DifferenzeD, nendich /1(^4*^) ^d fiix+k) 
erhält man, wenn man in (57.) x+k statt x, also A? as setzt. Für 

A; SS ist aber &„+i, das heifst ~g* ^ ^'V^ ~"^ y wegen des Fac- 
tors k, gletefa Nnü: also ist nach (57.) blofs 

• ]Mx + k)=:({)(x + k). 

Aber auch (PCor+A?) ist =0 (SO.)» also ist 

«0. /i(a?+&) s= ond /5(a?+*) es 

und fol^cb ist blofs 

0, j/i(«+*)— /i^ = — Aa? und 

l/2(^+*)— /ia? sa — /i^r- 
Mithin haben — fiX nnd — fiX, nnd folglich auch f^x nnd f2X, nothwendig 
entgegengesetzte Zeichen^ nnd daraus folgt, vermöge (57.), dais (px noth- 
wendig zwischen kf^iM und k^^iN liegen mnfis. Es sind aber k^xM 
ond Kj^iN der kleinste nnd der gröfiste Werth, den das erste GUed des 

Bestes k^^i . - — -^j- haben kann^ und zwar auf die Weise, da£9 man darin 

den Factor knj^i als nnveränderlich nnd nur den Factor — ^j— als ver- 

änderlich betrachtet. Es wurde also folgen, dals dieser gröfste und kleinste 
Werlh des ersten Gliedes des Restes Grenzen fdv die Wertbe des Restes 
sind, nnd zwar in der Voraussetzung, dafs a in Ap aufgeht und dann unter 
der obigen zweiten Bedingung bei (55.) » dafs 

68. AÄ^ = — a(*— aX (40.) = 2.3... .n ^*®*^ 

i&r alle Werthe von x bis x^k, also von kssk bis Ar=sO, sein Zeichen 
nicht ändert. 

Diese letzte Bedingung wird aber, so lange a A:^^.| eine FacuUäl ist, 
das heifst, so lange a nicht Null ist, nie erffiUt. Zuerst nemlich sind fdr 
kssiO alle Factoren in (62.) negativ, und bleiben es bis zn Ar =a. FOr 
kssiOL ist ^ Ar^.^.! SS 0« För k^a und <l2a ist der erste Factor positiv 
nnd die folgenden sind noch negativ und folglich bat äk„^ das entgegen- 
gesetzte Zeichen , wie vorhin (ur die Werthe von A = bis A: = a. FOr 
ikcs2a ist wieder aA^^^ssO nnd för A:>> 2a und *<3a bekommt es wie- 
der das entgegengesetzte Zeichen ; u. s. w. Also wird die Bedingung, dafs 
Ak„^i sein Zeichen nicht wechsele, nicht erfüllt, und folglich ergeben sich 
auf diesem Wege keine Grenzwerthe* 
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7. 

Anstatt wie in (S- ^0 in (41.) von — ;;^:|— den grofsten und den klein- 
sten Werth gegen die flbrigen zur Vergleicbnng za ziehen^ läfst sieb aneb 
von dem gröCsten und kleinsten Wertb des andern Factors ä k^^i ausgeben» 

Man bezeichne nemlich: 

63. Den kleinsten Wertb von a *„+, = -a.k^a.k-2a....^-(n-i)a 

dureb P, 

64. Den grofsten Wertb dieses Factors dureb Q, 

und setze für jeden andern Wertb von x> als den , welcbem der gröiste 
und der kleinste Wertb entsprecben, 

66. aA:,+, = P+ r = (?~Z, 
so sind Y und Z nie neyaüv, sondern nur positiv, oder NnIL 
giebt^ vermöge (41.)9 



ee. 



oder 



67. 



A(par-(P+r)^^^ = und 
A(pa? — P.^-jj;;^^ == + r.--^^;:;x- und 









In so fem nun ^^^^ för alle Wertbe von x das nemliche Z^cben bat» 

baben aucb aPx — P. — -f:^ und ä(()x — Q. — s+r^t '^^^^ '« (ft7.) F und 

Z stets positiv sind, stets das nemlicbe Z^icben, und zwar baben sie notb- 
wendig entgegengesetzte Zeicben, weil F und Z In (67.) beide positiv sind. 
Da nun P und Q constant sind, oder mit x sieb nicbi verandern» 
so ist 

Setzt man also 



864 9* tfeber die Conxtergenz der allgemeinen EniwickUings •'Reihen, 

80 ist, vermöge (68. und ^7.\ 

A/;j? = + r. ~;^- und 

uud man weifs nun, dafs ^/jjr und a/'^jct ihr Zeichen nicbt ändern; zu- 
gleich aber, dafs sie stets entgegengesetzte Zeichen haben. 

Es findet also wieder der erste Sa<z in fS. 4.) auf fix uud f2X 
Anwendung, und es folgt, dafs auch die beiden Differenzen fiix-^-k) — f^x 
und Z'aC^ + A:) — /^a? dieselben Zeichen wie diejenigen a/^iJ? und A/2J? und 
ebenfalls entgegengesetzte Zeichen haben. 

Nun erhält man die Werthe von /i(a? + A:) und /I(^ + /f), wenn 
man in (69.) x-^-k statt x setzt, nemlich: ^ 

r,ia>+k) = (P(^+A:)-P.-^1^±*I and 
oder, da <P(x + k) = ist (50.): 

Also ist, vermöge (69.), 

Das erste, dem Reste vorhergehende Glied ist 

_- . A"Fjr k.k — a.k — 2a .... t — > (w — 1).« A''Fx 

74. K„. — 2.3 .. » '—ZU— 



und AÄ,^!, wovon P und lP der kleinste und der grörste Werth sind, 
ist zufolge (68.) 

-- ,t a,k'—a.k'—2a .... k — na a(k — na) . 

Also ist 

ta aL. ^"^^ — . a{k—na) t, a-Fx _ t— na . A"Fx 

/l. N A-Fx 
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Eben so ist 

Nun waren P und Q der kleinste und der gröfete Werth vou a k^g 
(63. und 640> Also sind sie auch der kleinste und der gröCste Werth 

von «~ ^^ ~^^K kf^ (75.)« Mithin kann man aoch, wenn man den kleinsten 

nnd den gröfsten Werth von (Ap— a)„ durch (A:— a)^ und (/!^-— a)« unter- 
scheidet, (73.) wie folgt schreiben: 

und es folgt hieraus^ dafs man^ wenn* man in dem Factor — — des ersten 

dem Beste vorhergehenden Gliedes k^ . — j^ erst xssx. darauf x ss a^+^ 

setzt, das letzte von dem ersten abzieht und was fibrig bleibt mit dem gröfs- 
ten und dem kleinsten Werthe von (Ar — a)„ multiplicirt, zwei GröDsen er- 
hält, zwischen welchen der Best (px liegen mufiai; folglich Grenzwerthe 
fär diesen Best 

Die Bedingung, neben der Voraussetzung, dab a in ^ aufgeben 

mufs, ist hier die, dafis in dem ersten Gliede Ar^i . — ^q^^ der Factor — jj^^j— 

för alle Werthe von x, und namentlich insbesondere fflr die Werthe x, 
j?4"tt9 4r-{-3a, •••• ^4"^ — ^9 (denn eigentlich nur auf diese kommt es 
in 44« und 46« an,) sein Zeichen nicht ändere; und dies kann allerdings 
der Fall sein, da solches nur von der Beschaffenheit der Function Fx ab- 
hangt Auf diese Weise erhält man also wirklich Grenzwerthe für den 
Rest der allgemeinen Taylorschen Reihe mit Differenzen, und zwar unter 
der Bedingung, daCs a in A: aufgehe« 

8. 
Der zweite Satz in ($. 4^)9 daCsr, in der Voraussetzung, a gehe in 
* auf, yp(x+k)^xl^x immer durch ^fc /^^^+ Jj) (46.) ausgedrückt wer- 

et 

den kann, wo K die Grenzen und 1 nicht überschreitet, läfst sich auf 
den Best <()x unmittelbar anwenden. Es war nemlich, dem Satze zufolge, 

79. (0(x + k)^(t>x^!^^^^!^. 

Czdle*0 Jomal d. n. Ba*XXII. Hft. 3. 84 
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Nun ist gemäfs (86.) 

^- ^V"=*~" ^"^ 2.ä....n •"IJhT-v 

und dieser Ausdruck gilt för jeden beliebigen Werth too m^ von ;& an bis 
ar^"^* ^^ B^ ^^^ A^b für den Werth x + Kk von x, da derselbe nolb- 

wendig Kwischen ;& und x+k liegt Also gilt er avdi fiir (79.} ^^ "^ ^^ , 

wenn man in (80.) üheraU x-\*\k statt x setzt. Demsnfolge mnfs dann, 
da As=a— or ist, a — or — Kk:ssk — Kksak{i — K) gesetzt werden. Bs 
ist f(riglicfat wenn man der Kfirze wegen 

81. /r(l— \) = K 

setzte was :r + \A s= ^+A^— *x giebt, 

oa Ay(«4-AÄr) (x-^«)(x~2 a) ,>.. (s — wg) A^+i F(a? + ik — ä) 

nnd folglich vermöge (Td.)» da noch P(x+k)^0 ist (60.)^ 

OÄ /f^^ k.u — a.s«-^2a •••• x— »o A"+*F(«+Är— s) 

^ 2.3 ...• n a"+* 

Dies ist ein directer Grenzen - Ausdruck des Bestes der allgemelnett 
Taylorschen Reibe mit Differenzen dnrcb sein erstes Glied, x bezeidmet 
in demselben eine unbestimmte Gröüsre, die die Grenzen und k nicht Ober» 
schreitet und durch weldie also auch der Ausdruck Grenzen ftr den Best giebt 
Die Bedingung 9 neben der Voraussetzung^ dafs a in A: aufgehe^ ist hier 
bloCi, dals <f>x nicht anders als stetig sich verändern darf; was immer der 
Fall sein wird, wenn Fx selbst blofe stetig sicli verändert, weil dann das 
Gleiche auch mit den Differenzen von Fx geschieht, aus welchen der Best 
zusammengesetzt ist. Eine Bedingung, wie bei den vor^en Ausdrücken, 



dafs einer oder der andere der beiden Factoren ür^i nnd — ;^:^ dasZei^ 
eben nicht ändere, ist hier, wie aus ($. 4. Zweitens) folgt, nicht nothig. 

Es wurde bei den Sätzen in (S. 40y nnd also bei ihrer Anwendung 
auf den Best der allgemeinen Tajlorschen Beihe, vorausgesetzt dafs a m 
k aufgehe. Dieses ist indessen nicht bloA Voraussetzung, sondern es ist 
vielmehr Beengung f&r das Stattfinden der Sätze (% 4.), nnd also auch 
für das Stattfinden der Grenzen -^Ausdrücke des Bestes it>v. Wenn a in 
k nicht aufgeht, so finden die Sätze (S* 4.) und folj^h auch ihre An- 



0. VAer die Comfo:gmz dfr oUgemHnm Entwickbrngs- Reihern tB7 

wendimgeQ nicht notkwendigr Statt Dieser Umstaiid wird sich am ein- 
facbsten an einer Figur nadiweisen lassen« 

Es bezeichne nemlich die Function 4/x iü ($. 4.) die Fläche zwi- 
schen ^hier Cunre^ ihrer Axe und zwei auf der Axe senkrechten Coordi- 
naten; was immer angenommen werden kann und wobei dieCurve, da die 
Function ^^a? unbestimmt ist, jede beliebige Gestalt haben kann« 

Sie habe die Gestalt FGNH (Fig. !.)• ^^ »ei die Axe. A sei 
der An&ngapunct der rechtwinkUgen Coordinaten; ABzsw, BEzss^k, 
BC =: DB ^ss EK ^=s ai so ist /ay^jx oder ^/^(a^+^) — ^^ zunächst die 
Summe der beiden Flachen DGC und BDF, von welchen die eine posi- 
tiv, die andere negativ ist; %//(j? + &)— -^o? dagegen ist die Summe der 
drei Flachen DGC, BDF und CNE, von welchen die eine positiv ist, 
die beiden andern aber negativ sind« 

So wie nun x in A%//a? zunimmt, z. B. xssAP aus AB wird, 
geht die Flache typ{AB) = DGC+BDF, wenn nunPQ^BC^a ge- 
setzt wird, in /^yl^(AP)=iDGC'{^PMD+CQNühtTi undso weiter. Ist^ 
bis zu AD gekommen, so ist ny^AD) =s DGC^CSE. Vmx^X'\^k^AE 
ist iiyl^(AB)sssCNE+EHK. Gesetzt nun, die positive Flache DGC sei 
^öfter als die negative Flache BDF, so ist äyfj(AB) poeitiv. Und da- 
mit aoch t^{AP) und alle folgenden Werthe von t^l^x ebenfalls pos^v 
bleiben, darf nur beim Fortrucken von B nach P und von C oacfa Q der 
etwaige Ueberschuls der hinzukommenden negativen Fläche CQVI Aber 
die abgebende n^ative Flache BPMF den Ueberschufs der positiven 
Flache DGC über die ursprängUche negative Flache BDF ucfat über- 
steigen. Dieses ist offenbar immer möglich; ja es kann sc^r die rechts 
hinzukommende negative Fläche immer kleiner sein, als die links abgebende 
negative Fläche, wie es ungefähr in der Figur wirklich der Fall sein 
wird : so kann sogar A\fjx nicht blols für alle Werthe von x , von x ss 
AB bis xssx^kss AB, positiv sein, sondern noch obendrein immerfort 
wachsen. Gleichwohl kann \i^(x+k)-^\l/x oder die Summe der drei 
Flächen DGC, BDF und CNE nicht positiv sondern vielmehr ne^aüv 
sein; denn es ist dazu nur nftthSg, dafs die negative Fläche BDF nur 
wenig kleiner sei ^s die positive Fläche DGC: denn alsdann wird ^^^ 
Ueberschufs von DGC und BDF sehr bald, rechts von C ab, durch die 
neue negative Fläche mehr als aufgehoben werden, und folglicli wird dann 

34* 
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die Summe der drei Flachen DGC, BDF and CNB, das beifst ^(jt^k) 
— y\^x, nicht mehr positiv sondern negativ sein. 

Also ist, erstlich, wenn gleich ^ypx oder \^(a?+a) — ^x für alle 
Wertbe von x, von xssAB bis X7SiX + k=iAE, positiv ist^ ja sogar 
dann 9 wenn es immerfort wächst, 4'(^+'^) — 4^^ß '^ ^^^ Falle wo a 
ntd&f in k aufgeht, noch keinesweges noth wendig ebenfalls positiv, und 
ist folglich keinesweges noth wendig dasselbe Zeichen wie A\lfX} nnd 
folglich findet auch der Grenzen -Ausdruck f3r den Rest (Por in ($• 60^ 
wenn a nicht in k aufgeht, nicht nothwendig Statt. 

Zweitens wird auch nicht immer nothwendig nach (46.} ^/^(^ + ^) 

— yj/x durch k. ^^^"*" — l ausgedruckt, wenn a von k kein aliquoter 

Theil ist. Denn ^^ ist nichts andern als irgend eine mtüere Ordinate 

der Fläche a\I^x, die, mit a multiplicirt, die Fläche ^\px giebt Diese 
mittlere Ordinate ist nothwendig irgend eine der Ordinaten der Fläche 
selbst und mufs in ihrem Umfange anzutreffen sein. Denn multiplicirt man 
die gröfste der Ordinaten der Fläche mit a, so wird man eine greisere 
Fläche als t^\l/x, und multiplicirt man die kleinste der Ordinaten mit ee, se 
wird man eine kleinere Fläche als a y^/x erhalten, gleich viel, ob die Ordi- 
naten positiv, oder negativ, oder zum Tbefl das eine, zum Theil das andere 

sind. Die mittlere Ordinate t^^^ welche, mit ä multiplicirt , die Fläche 

hy^/x giebt, mufs also nothwendig zwisehen der gröfsten und der kleinsten 
Ordinate liegen. Und da nun vorausgesetzt wird, dafsA//a? und folglich 
auch die Ordinaten nur steüg sich verändern, mithin die Ordinaten ohne 
Unterbrechung der Stetigkeit von der kleinsten zu der gröfsten über- 
gehen: so mufis die mittlere Ordinate nothwendig in dem Umfange der 
Fläche selbst anzutreffen sein. Nun kann, wie vorhin gezeigt, a^/j? für 
jeden Werth von x, von x ss, AB bis o^ s=s AEy ununterbrochen positiv sein, 

während gleichwohl \p(ar+;fc)—.%^a? negath ist Also ist ^^ fär jeden 

Werth von st, von x bis or+ft, folglich anoh ^^^^"^^*^ iiiid mithm 

auch Ar. ~^viü ; nothwendig eine posiUve Gröfsew Gleichwohl kann 

^(^ + ^) — 4^^ negativ sein, nnd daher ist, im Falle a in A nicht aufgeht, 
nicht, wie in (460, nothwendig ^(ar + k)^4/x = ^^^ f^+A^) , Also fin- 
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det aüch der Grenzen -Aosdrack des Restes (83.) im ($. 8O9 wenn a ia A: 
nicht aufgeht, nicht nothwendig Statt. 

10. 

Der Fall 9 wenn a in X: aufgeht , ist der, wenn die Diflferenzen- 
Beihe (9.) oder (14.) abbricht. Denn wenn, z. B. wie oben, A: = tiia ist, 
so ist das m4-2^* Glied der Reihe Null und alle folgenden sind es, weil sie 
alle den Factor k — ma =s k — A^ = enthalten. Mithin bleiben nur die 
m+1 ersten Glieder der Reihe, und sie lauft nicht ohne Ende fort. Die 
Grenzen^ Ansdrficke ($. 7. und 8.) für die allgemeine Taylorsche Reibe, die 
nur gelten, wenn a ein aliquoter Th^ von k ist, finden also auch nur 
dann Statt, wenn die Reihe abbricht 

Sollten sie auch für den Fall geltend gemacht werden^ wo a nicht 
in k aufgeht und wo also die Beihe ohne Ende fortläuft, so mOlste noch 
eine solche Bedingung hinzukommen, dafs in (§. 4.) \//(jr-f-^)*-~^^ noth- 
wendig das nemliche Zeichen hat wie ^\pa:css \p(x'\^(t)'^4^x, und zwar 
iiir jeden Werth von x, von x bis jp -f* ^« 

Diese Bedingung wäre offenbar die, dafs nicht sowohl ^yjjx oder 
die Fläche zwischen der Curve, der Axe und den beiden zu x und jp -{- ^ 
gehörigen Ordinaten, sondern vielmehr die Ordinalen dieser Fläche, und 
folglich die brdinaten überhaupt, von x hia x+k das Zeichen nicht än- 
dern dürfen, so dafo also die Curve ganz, von B bis K, nur entweder 
über, oder nur unter der Axe läge; denn dann hat nicht blofs ^yfjx stets 
dasselbe Zeichen, sondern auch die ganze' Fläche 4^(x + k)'^'4^x hat 
offenbar eben das Zeichen wie ^\l^x^ und folglich finden dann die Aus- 
drücke der Grenzen des Restes in (g. 7. und 8.) Statt 

Die Ordinaten der Fläche 4^x werden durch den JK/ferentutl^ 
Coeffidenten d4/x ausgedruckt Man müfste also den Diffbrenttat^Coef" 
fidenten d(Px des Restes kennen, um an dem Ausdrucke desselben zu sehen^ 
ob er sein Stichen ändere, oder nicht 

Um denselben zu finden, mülste man entweder die Reihe (9. oder 14.} 
differenliiren y um daraus d(f)x zu nehmen^ oder man müfste den Aus* 
druck C^O»} des Restes selbst differentiiren. Eine Function differentiiren 
heilst aber nichts anders, als in derselben überall etwa x-^ß statt x setzen, 
von dem Resultate die Function wieder abziehen, den Rest durdi ß divi- 
duren und darauf ß ss setzen* Man wurde also den Differential -Coef- 
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ficientea d^x des Bestes (Px zunächst dadordi eilisiteiit dab man flberaU 
x4 ß statt X setzte und von dem Ergebnifs das Ursprungtioha wieder ab** 
zöge. Nun bedeutet t^Fx, oder die n^* Differenz von Fx^ dab x^a 
statt X m Fx gesetzt, Fx abgezogen, darauf wieder in dem Ergebnils 
X 4- a gesetzt, das Ursprängliche abgezogen, nnd so diese Operation nmal 
wiederholt werden soIL Es ist aber offenbar gleichgfiltig, ob man diese 
Operationen zuerst an Fx macht, darauf in dem Resultate noch o^ + ß ^stott 
X setzt und das Ursprüngliche davon wieder abzieht, »oder ob man, umg^ 
kehrt, erst \n Fx selbst ^ + ß ^^^^ ^ setzt, davon Fx abzieht und an 
dem Reste die Operation mit a macht Also ist allgemein 

84. du^'Fx » ^J'dFxy 
desflleichen auch für (14.) 

85. dDy^ss^ D^dy^. 

Diesemnach würde also, da dF(^ 4- k) oder dFa ss ist, die Dif- 
ferentiation von (14.) Folgendes geben: 

86. d(px 5= -'dy^'^k,Ddy^^k^iydy^^...^k^D^dy^ 

--Dy^dx^^D^y^dk^ ....^Dy^dk,. 

Die DifferentiaticHi des Ausdmdcs des Restes selbst (IQ.) wurde, da 

88. dfpx = cf[fc.l:-a,^~2a. ,A:-i,a] ^.Fa:=Fx 

■ h.k — g.3fc*"2a >... Ar — iifli / Fa — Fjc — (a— Jc)dFa; \ 
^ 2.3....na'» 'V {a—xy "~J 

geben. 

Beide Ausdrucke von d(f>x wurden aber, schon wegen der Diffe- 
rentiation der Facnltiten, sehr verwickelt und also das Kennzeichen schwierig 
sein. Folglich vrflrden die Grenz -Ausdracke in (§.7. und 6.) für den Rest 
der Differenzen -Reihe, in dem Falle da£si die Reihe ohne Ende fortlauft, im- 
mer nur wenig brauchbar sein» 

Siie fiind gleichwohl au sich, obgleich sie nur für eine endliche Reihe 
gelten , immer noch interessant genug und können vieUaltig nOtzlich sein, 
da sich daraus, wenn man nicht alle Glieder der Reihe berechnen will, die 
Summe der übrigen weggelassenen Glieder beurtheilen lälst. 
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11. 

lo dem Falle> wenn man das ganz willkfirliGlie a gleioh Noll utat^ 
geht die allgemeine Taylorsche oder Differenzen -Reibe (9. oder 14) in 
die besondere oder eigentlich sogenannte Taylorsche oder IKferential- 
Beihe (21.) über, nnd zwar unter den in ($• 8.) angezeigten Beffingon- 
gen (25.) I auf die Weise, dais allgemein 

89. dTx statt ^^ in (9.) oder ify^ statt D^y^ io (14.) nnd 
9a 2:£— statt *>»-«> A:~2^«..>>Jfc^fH-^^ j^ ^j^^ ^^^^ ^^ ^^ 

in (14.) oder auch statt (k^^a)n 

gesehrieben werden dar£ 

Non geht, wenn as ist, a in Jk immer mtf^ Also gelten för 
diesen Fall die Best-AnsdrQcke in {% 6.7. 8.) wnrklich{ auch in dem FaDe, 
wenn die Beihe ohne Ende fortläuft. 

Sie sind alsdann gemäss (89. nnd 90.) folgende. 

Ersteh, naeh (S.6.> Der gröfste nnd der Udnste Werth des ersten 
Gliedes 

anf die Weise genommen, da(s man x nur in d^'^^Fx, nieht in A^'^Vvon 
X bis jr+A yeranderlich setzt, sind Grenzen for den Rest Px oder fär 

die Somme aller auf das Glied ^—^ — d" Fx folgenden Glieder, unter der 

Bedingung, dals äk^^f oder auch ^^^s= — (k^a)n (6909 ^1^ hier 
, sein Zeichen nidit ändert, von bis kj welche Bedingung ab« 



Ton selbst erfällt wird, wenn k nur positiv, oder nur negativ ist. 
Dieses ist die gewöhnli<Ae Form des Rest «-Ausdrucks. 

2koeUens, nach (8. 7.). Der gröiste und der kleinste Werth von 

92. 5-£-jj(J-JPa?-Ä-F(ar+&)), 

anf die Weise genommen, dals man x nur in k", nicht in d''F(x+k)y 
von X bis X'^k, also k von A bis sich verändern läfst, sind Grenzen 
för den Best (l)x, unter der Bedingung, dals d'^'^^Fx sein Zeichen nicht 
ändert, von x bis ;r+As=: o. Und da für k^Q die Grölse (92.) ist, 
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SO liegt der Rest überhaupt 

98. zwischen und ;, ^ (if"Fa?— Ä"F(x+&)). 

Diese Art des Grenzen -Ausdrucks filr die besondere Taylorscbe 
Reihe, so vrie die analoge fiSr die Differenzen -Reihe, ist meines Wissens 
bis jetzt nicht ausdröcklich bemerkt worden. 

Drittens nach C$« &•)* ^^^ Ausdruck (83.), welcher hier, nemlich 
filr acsO, in 

fibergeht, §pebt Grenzen für den Rest der Reihe dadurch, dafs die unbe- 
fitiounte Grölse x die Grenzen und x nicht überschreiten darf, und unter 
der Bedingung, dals Fx nur stetig sich verändere. 

In dieser Form hat insbesondere Caucby den Rest -Ausdruck auf- 
gestellt. 

12. 

Obgleich nun die Grenzen-^ Ausdrücke för die allgenrnne Taylor ^ 
sehe Reihe mit Differenzen, statt Differentialen, nur für den Fall gelten, 
wenn a in & aufgeht; also der Betrag des Restes der Reihe im All- 
gemeiuen nur in dem Falle sich schätzen läCist, wenn die Reihe abbricht, 
nicht wenn sie ohne Ende fortläuft: so ist gleichwohl die Reihe selbst, die 
immer in ihrer vollen Allgemeinheit Statt findet, es mag a in A: aufgeheo, 
oder nicht, zur Entwicklung von Functionen häufig, und öfters vor- 
zugsweise anwendbar und nfitzlich, und giebt, was häufig der Fall ist, 
die Entwicklung leichter, als die besondere Taylorscbe l^ibe, und fast 
unmittelbar. Ob aber die gefundene Reibe convergire, oder nicht, 
kann man dann mit Hülfe der besondem Taylorschen Reibe beurtbeilen. 
Denn wendet man beide Reihen auf eine und dieselbe Function an, so 
mufs man nothwendig auch eine und dieselbe Entwicklung erbalten, und 
folglich mufs das, was die Reihe mit Differenzen giebt, nothwendig rück- 
wärts auch die Ausdrücke der Differential -Coefficienten (etwa in Bezie- 
hung auf die Veränderlichkeit eines andern Elementes der Function ge- 
nommen) enthalten und folglich diese Coefficienten unmittelbar geben. Die 
durch die Differenzen - Reihe gefundene Entwicklung mo(s identisch zu- 
gleich die Reihe selbst sein, welche die besondere Taylorscbe Reihe mit 
Differentialen gegeben haben würde, wenn man sich ihrer statt der Diffe* 
renzen- Reihe zur Entwicklung bedient hätte. Man kann also dann auch 
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ohne weiteres die Conyei^iiK der gefuDdeaen^ Reibe nach den Kenn- 
zeichen ($• 11.) benrtheilen, es mag a in k aufgegangen sein oder nicht 
Um dies näher zu erläntern, möge die Entwicklung einer beliebigen 
Potenz eines Binomums, oder der sogenannte binomisehe Lehrsatz, zum 
Beispiel genommen werden. 

^^^^ 96. Fa? = u* 

nach dem allgemeinen Taylorschen Satze mit Differenzen zu entwickeln. 

Man findet 
96- aFx, das heifet F(a? + a)— Fa? ob ii*+*p_ti» — «»(u« — j), 
und daraus folgt unmittelbar 

97. < a'Fx SS A.ä^Fx = ji*(ii«-^l)V 



• » 



A»!?'« s=s tt«(||«— 1)». 

Also ist'zafolge der allgemeinen Eotwicklangs-Beibe (9.) 
98. F(iC+k) = «*** a= «*.«' 

= »• [l + ^ («•- 1) + ^^ («•- 1)' 



•f *'*T°w'^^'' («•-!)'- 



2.3a* 

• 2.3 .•••na" ^ -^ J 

"** 2.3..../ia'« ^V k /' 

und dieser Ausdruck findet in der höchsten Allgemeinheit Statte was auch 
immer u, x und k sein mögen: Rationales, Irrationales, oder selbst Imagi- 
n&res; denn er ist nichts weiter als eine identische Verwandlung der zu 
entwickelnden Gröfse tf^K 

Setzt man hierin dr=s0,.80 dals «"^sal ist, und ferner das ganz 
willkürliche a s l, so erhalt man 

99. II*« l+*(ii—l) + 5^(11-1)* + ^^^^^^ 

••••+ 2.8. .,.n <^-^y+ 2737.7771 ^ K-tr> 

Setzt man endlich in diesem Ausdrucke 

100. ti = 1 + -^ , 
80 erhilt man 

CreUe*f Jowwü a.M. Bd. XXII. Hft. 3. 36 
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' (t 1. ^y = 1 |. *^ I *•*-* /'-; fc.*-i.*--2 /9» 

]fc.A; — i,;k — 2 ,,., k-^jn—i) ß^ 
^•O • • • • n £ 

"*■ 2.3.... n \ kl? / 

«der 

101. (« + ß)» = «* + *«»-'ß + ^^ «»-'ß' + **"^'3*~^ «*"' ß' 

«•O •••• n 
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und dieses ist der hinomisehe Lehrsatz in der höchsten Allgemeinheit. 

Er ergiebt sich, wie man sieht, aas der allgemeinen Entwicklnngs- 
reihe mit Differenzen unmittelbar, ohne alle Voranssetzang nnd Bedingnngi 
blols dorch eine identische Verwandlung. 

Die Canverffenz dieser Reihe kann nun freilich nicht allgemein nach 
den obigen Kennzeichen (6. 7. und 8.} beurtheilt werden, weil a = 1 ge- 
setzt worden ist und also , wenn k keine jfanze Zahl ist , in A: nicht au^ 
geht Sie wfirde sich nur dann schätzen lassen, wenn die Reihe, wie es 
für einen ganzzahligen Exponenten k der Fall ist, abbricht 

Aber offenbar wurde man identisch auch Dasselbe filr die Grölse 
(z+ß)^ C^Oi.) erhalten müssen , wenn man sich zur Entwicklung dersel- 
ben, statt der allgemeinen Tajlorschen Reihe mit Di/ferenzen, der beson- 
dem Tajlorschen Reihe mit Differentialen (Sl.) bediente. 

Fär diese Reihe wflrde hier 
102. X ^=^ z, Fx s= z^ und ß so yiel als dort A: seuu 

Also wurde zufolge (21.) 

103. F{x + k) = (« + ß)* 



seuk 



^ 2.3.... n + l ^ \ T? / 

Nun ist aber iFz, oder hier iz\ nichts anders als 

aPz P{z'^a)^Fz 



für a s= 0, 
das heiist, es ist 

104. dz^ = (^+«)*~^* för a = 0. 



9. lieber die Convergenz der allgemeinen Entwicklungs ~ Reihen. f7i 

Nacb (101.) is^ a stait ß geschrieben^ 
105. (ar+a)» = g*+Ag^»tt + ^^^g*-^a' + *'^~^3*~^ g^a'.... 

liehe, oder bis za Ende, 
und dieses giebt 

5-5 — i i-sr^ar* .1 

also ist för a = 0| weil alle Glieder reehts, nach dem ersten, bis ins üa- 
endliehe, oder wenn die Reihe abbricht, bis za Ende, a znm Factor haben, 

107. ( 5+«)^-^* fgp a = 0, das heilst di^ = Ä:«*-^ 

aod zwar för jeden beliebigen Werth von h, 
Daraas folgt aumiUelbar 

dS**-» r= Ar— 1.«*-% also rfV = *.* — l.«*-«j 

dl«*-» =*— 2.«»-», also <P«* = *.*—!. *— 2.«»-» j 

10& ; 

' <fc*-i-»>= (*— (i»-~l))«»-, also <!-«* s= Ä.*— l.Äf— 2 .... 

.... (*— (n— 1))«*— 
and dieses giebt» in (108<.) gesetzt, 

2~ä ;; — ^ — ^«*^ß" 

Diese Reihe fBr (ar+ß)* ist, wie gehörig, wieder genau diesdbe 
wie die (101.), welche die allgemeioe Entwickloogsreäie mit Difierenzea 
gab ; nar mit dem Unterschiede, dafe der Rest jetzt anders aq^gedrOckt ist. 
und dab der Werth desselben nunmehr geschätzt werden kann, weil; jetast 
^6bO gesetzt worden ist; und zwar nach den Kennzeichen (g. 11.)* 

Die allgemeine Entwicklungsreihe mit Differenzen statt Differentiar 
feil hatte also hier allerdings ihren Nutzen. Sie gab die Aeihe selbst % 
(itr-f ß/ unmtUlhar, und darauf, vermittelst ihres Resultats, den Werth der 
Dilferential-Coefficienten von ^^ in Beziehung auf die Veränderung de« 
andern E3ements % oder u in Wx =: tr*", eben&lls unmittdbar. 

Berlin im März 1889. 
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19. 

Greometrische Eigenschaften einer FactorentafeL 

(VoD Hena Professor A* F. Möhiut io Leipzig.) 



JUaa theile die Ebene des Papiers durch borizontale und verticale Linien 
in qoadratförmige Fäcber. In die oberste horizontale Fächerreihe schreibe 
man von der Rechten nach der Linken die Zahlen 0, 1^ 2, 3, • • • • in ihrer 
natOrlichen Ordnung. Wir wollen diese Reihe die Hauptreihe nennen. In 
jedes Fach der darunter liegenden horizontalen Reihe schreibe man 1« In 
jedes Fach der nächstfolgenden Reibe, welches unter einer Zahl der Haupt- 
reibe liegt, die durch 2 theilbar ist, setze man 2. Eben so schreibe man 
in alle Fächer der folgenden Reihe , welche unter den durch 3 theilbaren 
Zahlen der Hauptreifae liegen, die Zahl 3; u. s.w. (Siehe Fig. 2.} 

Auf solche Weise erhält man eine Factorentafel , indem unter jede 
Ziabl der Hauptreihe in verticaler Linie keine andern Zahlen als die Facto* 
reo jener Zahl, sie selbst und die Einheit mit gerechnet, zu stehen kommen« 

Eine solche Anordnung der Factoren, die fär die Praxis allerdings 
nicht die geeignetste, in theoretischer Hinsicht aber die naturgemälseste 
sein dürfte, besitzt nun zugleich mehrere merkwfirdige geometrische Eigen- 
•diaßen. Die Entwicklung derselben ist der Zweck dieses Aufsatzes. 

Es werde deshalb vorläufig bemerkt, dais, wenn un Folgenden gesi^;t 
whrd, eine Linie gehe durch eine gewisse Zahl, oder eine Zahl liegein 
einer gewissen Linie, unter der Zahl immer nur der Mittelpunct des Fein- 
des verstanden werden soll, in welchem die Zahl sich befindet. Um fer- 
ner die unter sich gleichen Zahlen einer und derselben Horizontalreibe 
ihrem Orte nach von einander zu unterscheiden, soll hier im Texte an jede 
Skihl . als Index noch die Zahl der Hauptreibe beigefägt werden , unter 
welcher erstere anzutreffen ist Hiernach werden z. B. die Dreien in der 
3ten Reihe unter der Hauptreihe characterisirt durch 3o , 3j , 3e , 3g n. s« w. , 
und allgemein die Zahl a in der oten Reihe durch ao, a«, (haj (ha^ •••• 
Oma^ ••••9 weil sie unter den Zahlen 0; a, 2a^ 3a> •••• ma, .... der 
Hauptreihe st^en. Zugleich sieht man hieraus, wie der Index einer Zahl 
immer sie selbst zum Factor hat und wie eine Zahl und ihr Index ab 
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Ordinate und Abcisse des Mitteipaoctes des Feldes der Zahl gelten kön* 
nen, indem man die horizontale Mittellinie der Haoptreihe zor Abcissenlinie, 
den Mittelpnnct des Feldes, welches die Null enthält, znm Anfangsponcte 
eines rechtwinUigen Coordinatensystems und die Seite eines der quadrat- 
förmigen Felder znr Linien -Einheit wählt 

Die Grand -Eigenschaft der Factorentafel, aus welcher sich alle fibri- 
gen herleiten lassen, besteht nun darin, dais die Gerade darch zwei Zahlen 
a^a tind b„^ in yerschiedenen Horizontalreihen nnd die Gerade durch die 
gleichvielten in diesen Reihen darauf folgenden Zahlen Hcm^rvi und B{n^r)k 
die Abcissenlinie in demselben Puncto treffen. 

In der That haben die Zahlen a^ und Hc^+r)« gleiche Ordinaten, 
SS o, und die Differenz ihrer Abcissen ist ^szra^ d. L jede von ihnen ist 
um eine Weite &= a von der Abcissenlinie entfernt, und ihr gegenseftiger 
Abstand ist s=s ra. Eben so ist jede der Zahlen b^^ nnd b^n^h un b von 
der Abcissenlinie entfernt, und ihr gegenseitiger Abstand ist &s r6« Es 
verhalten sich daher ihre gegenseitigen Abstände ra und rb wie ihre Entfer- 
nungen a und b von der Abcissenlinie i woraus das Uebrige von selbst fliefirt» 

Eino unmittelbare Folge hiervon ist, dab, wenn drei oder, mehrere 
an sich verschiedene Zahlen in vier Geraden sind, man wiederam auf Zah-* 
len in einer Geraden kommen wird, wenn man von jeder der erstern in 
ihrer Horizontalreihe um gleichvid Zahlen nadi einerlei Seite zu weiter 
geht, und dab beide Geraden sich in der Abci/nenlinie schneiden. So mfls» 
sen z. B«, Weil die Zahlen 1«, 2o, 3oi 4o9 ••« in einer Verticale unter dem 
Nullpuncte liegen, auch die Zahlen 

M> ^t 3i> ^♦f ••••> 

desgleicben la , 3«, 3«, 4^, •••• 

*sf 2|^, 09, 4i2> •••• 
n* s. w« u. tu w« 
in Geraden liegen, welche sämmtlich aitf den NnUpunct treffen« Man sieht 
hieraus, wie alle Zahlen der Tafel in Reihen, deren jede die Zahlen 1^ 
2, 3> •••• in der natürlichen Folge enthält, und welche vom Nuljpuneta 
diveriprend ausgehen, sich zusammennehmen lassen. Auch bieten sich diese 
Beihen beim ersten Anblicke der Tafel dar. 

Die unter einer Zahl der Hauptreihe, etwa unter 8, stehenden Zab« 
len Is, 38 9 ^9 8« <>der Uo 2«.a9 ^a.«, 8|^ sind dieFactoren jener Zahl & 
Es mfissen daher mit * 8 in gerader Linie auch die Zahlen 
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l(8+r)l1 2(4+r)l, ^04^ 9 8(i+r)8 

sein 9 und keine andern; also^ wenn wir r nach and nach s=s —29 •— 1^ 
1^ 3, • • • » setzen , die Zahlen 

Ißj ^4, 4oj I7, 2e9 44, 80J 

^9> 2io5 4i2 5 oiej lio» 2i«> 4-16, 824; O. S. w. 

Eine Gerade, . die man durch eine Zahl (8) der Hauptreihe und einen 
ihrer Factoren zieht, — stehe dieser vertical unter ihr, oder seitwärts (2i2), — 
trifft daher auch die Obrigen Factoren (im ^j S^)^ und keine anderen 
Zahlen; oder was zum Theil dasselbe sagt: Eine Gerade, gelegt durch 
irgend eine Zahl a^^ der Tafel und durch eine der 2^ahlen der Hauptrethe, 
welche ein Vielfaches von a ist, wie ab, trifR die vervielfachende Zahl6„c 

Der CoeiBcient n im Index nb von b ist oflbnbar eine von a^b und 
»I abhangige Zahl Um diese Abhängigkeit zu bestimmen, erwäge man, 
daCäi mit der Zahl ab der Hauptreihe die Zahlen a^a und bai ebenfalls in 
einer Geraden liegen, nändich in einer Yerticalen, weil die Indices l^te- 
rer Zahlen der Zahl ab der Hanptreihe selbst gleich sind. Es mOssen da- 
her in der horizontalen Reihe der a zwischen a^« und a^a ^ben so viele a, 
als ft in der Reihe der b zwischen bah und b^ , vorkommen, d. h. es mn£i 
m^b cs.n — a sein, wodurch nsfli-f-tf— *& wird« DieGerade durch die 
Zahl ajna und durch ihr Yielfadies ab in der Hauptreihe, trifll demnach die 
vervielfachende Zahl &(,«4.«^)«. 

Die Greraden, welche die Zahl a^ mit den Zahlen ia^ 2a, Za, ... 
... aa, .... der Hauptreihe verbinden, treffen daher resp. die Zahlen 

Man kann die somit nadi ihrer Stellung in der Tafel bestimmten 
Zahlen 1, 2, 3, 4, • • • • die zur Zahl a„a gehörigen Zahlen nennen. Sie 
gehören ihr aber nach dem Gesetze zu, ätdk eine Gerade, welche eine der 
erstem mit der letztern verbindet, die Hanptreihe in dem Prodnete beider 
trüR$ wobei nodi zu bemerken ist, dafs die zu a,^ gehörige Zahl a auch 
dem Orte nach mit ersterer zusammenfallt 

.Soll die Zahl b^^ zur Zahl ama gehören, so mufs, dem Vorigen zu- 
folge, fii-f'^^='> + ^ sein) und eben so mufs, wenn a^a und c^^ zusam* 
mengehörige Zahlen sein sollen, m + a tss p^c sein« Gehört demnach 
jede von zwei Zahlen b^^ und Cpe zu einw und derselben dritten a^^ay n 
ist auch n + Ass/i-f-Cj und sie gehören folglich auch zu einander; oder 
mit andern Worten: wenn die zwei Geraden, welche eine Zahl a der 
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Tafel mit zwei andern Zahlen b nud c derselben verbinden, die Hauptreihe 
in den Prodncten ab und ac treffen , so begegnet anch die Gerade dnrch 
b and c der Haoptreihe in dem Producte be» 

Hiernach sind je zwei Zahlen der Reihe (A.) znsammengehörige 
Zahlen 9 da jede von ihnen zn a^a gehört , nnd die Reihe besitzt folgfich 
die merkwürdige Eigenschaft, dafs die Gerade, welche irgend zwei Zahlen 
derselben verbindet, die Haoptreihe stets in dem Prodocte der Zahlen trifft 

0ergleicheu Reihen sind, wenn man m+a nach und nach ss 6, 7, 8 

setzt: 

(a.) I5, 2«, 3i, 4^, 5», 60; 

(*•) ^6^ 2jo> 3ia, 4ui, 5io> 65, 7eJ 
(c.) I79 2i2, 3|5, 4xö, 5is, 6ia^ 77, Oo» 

Schon hieraus erhdDet zur Genflge, dafis man in solchen Reihen alle 
ZaUen der Tafel zusammenfassen kann , und dafs dabei keine Zahl zwei 
oder mdureren Reihen gemeinschaftlich ist. Denn aus den Zahlen der 
Reihe (ä) ergebra sich die von (&), und aus letztern die von (c), wenn 
man die Indices von 1, 3, 3, •••• re^^. um 1^ 2, 3, •••.. vergrölsert, d. h* 
wenn man statt jeder Zahl die ihr in der Horizontahreihe, worin sie steht, 
zunächst folgende setzt 

Was noch die gewietrische Gestalt da Reihe (A.) anlangt, so Uüst 
dch leicht zeigen, dafis alle ihre Zahlen durch eine Parabel verbunden 
werden können. Da nämlich der Ort einer Zahl durch die Zahl selbst als 
Ordinate (y) und durch ihren Index ab Abscisse (x) bestimmt wird, so 
hat man zufolge des allgemeinen Ausdruckes fiir eine Zahl der Reihe: 

y SB Ä, X = {C'^b)b, 

wo der Kfirze wegen e statt des vorigen m'\ra gesetzt worden ist. Hieraus 
folgt aber, nach Elimination des veränderlichen b: 

X s=s ey—yy oder x^^^ee s=s — (ji»— .y)«^ 
wddies die Gleichung fär eine Parabel ist, deren Parameter =s 1, sa der 
Seite eines der quadratförmigen Felder der Tafel, deren Axe parallel mit 
der Absdssenline, d. i. mit der Hauptreihe ist und nach der entgegenge* 
setzten Richtung derselben läuft und deren Scheitel die Coordinaten 
9^as\ce und y=^\c hat 

Alle Zahlen der Tafel lassen sich demnach in Parabeln zusammen* 
fassen, deren jede die Zahlen von 1 an in Uirer natflrlichen Folge 
enthalt Jede dieser Parabeln hat einen Parameter ss 1 und eine der 
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Hauptreihe parallele Axe, und geht dorcb deo Nullponct der Hanptreihe. 
Alle zu einer und derselben Parabel gehörigen Zahlen sind aber so ge- 
stellt, dafs die durch irgend zwei derselben gelegte Gerade die Hauptreihe 
iü dem Producte beider trifft, und dafs folglich, wenn man eine Zahl 
mit ihr selbst verbindet, d. h. in dem Puncte der Zahl an die Parabel 
eine Tangente legt , dieselbe der Hauptreihe in dem Quadrate der 
Zahl begegnet*). 
Das letztere Resultat kann auch unmittelbar aus folgendem leicht 
erweislichen Satze hergeleitet werden. Zieht man in der Ebene einer 
Parabel zwei Geraden , von denen die eine parallel mit der Axe ist und 
daher die Parabel nur in einem Puncte C schneidet, die andere der Para- 
bel in zwei Puucten A und B und der erstem Geraden im Puncte D he» 
gegnet, so ist das Froduct aus den Entfernungen der Puncte ^ und B 
von der erstem Geraden gleich dem Producte aus dem Abschnitte CD der 
erstem in den Parameter. 

Mit Hälfe dieses Satzes erhellet zugleich noch die Richtigkeit des 
folgenden, welcher als der duale Gegensatz des vorhin gewonnenen Re- 
sultats angesehen werden kann: 

Alle Zahlen der Tafel lassen sich in geraden Linien zusammen- 
fassen , deren jede die Zahlen von 1 an in ihrer satörlichen Folge 
enthält. Jede dieser Geraden geht durch den Nullpunct der Haupt- 
reihe* Alle zu einer und derselben Geraden gehörigen Zahlen sind 
aber so gestellt, dafs^ eine durch irgend zwei derselben gelegte Parabel^ 
welche einen Parameter 8=s 1 und eine der Hauptreihe parallele Axe 



^) Man könnte hiernach eine Parabel in Verbindang mit einer Geraden, beide 
auf die oben beschriebene Weise eingetheilt, auch i4s Multiplicationsmaschine 
benutzen. Ein Linea], gelegt durch die TheUpuncte der Parabel, an welchem die Facto» 
ren stehen, würde die Gerade in dem TheUpuncte des Products treffen. 

Bei dieser Gelegenheit mag noch bemerkt werden^ dals zu demselben Zwecke 
statt der Parabel auch zwei Geraden, die eine für den einen , die andere für den an* 
dem Factor, angewendet werden könnten. Es gründet sich dieses darauf, dab man, 
wenn die drei Seiten BCj CA^ AB eines Dreiscks von einer vierten Geraden resp. 
in F, G, H geschnitten werden und 

CF^^' AG ~ ^r AH '^^ 

Sesetzt wird; fgssh hat. Schreibt man daher an jeden Punct P der Linie BC 
ie durch seine Lage gegen B und ,C bestimmte Zahl /; eben so an jeden Punct G^ 
der Linien CA die Zahl gy und an jeden Punct H der Linie AB die Zahl h, so wird 
ein durch irgend zwei Zahlen der Linien BG und CA gelegtes Lineal die Lime AB 
stets in dem Producte dieser Zahleli schneiden. 
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hat, die Hanptreihe in dem Producte beider trifft, und dafs folglich, 

wenn man eine Parabel von derselben Gröfse und Lage gegen die 

Hauptreibe, berührend an eine der geradlinigen Reiben legt, sie der 

Hanptreihe in dem Quadrate der Zahl begegnet, in welcher sie die 

geradlinige berührt. 

Zusätze. A. Da die Coordinaten des Scheitels einer der zuerst 

gedachten Parabeln x=^lcc und y=:-^c sind, so liegen die Scheitel aller 

dieser Parabeln wiederum in einer Parabel, deren Gleichung xssyy ist, 

also in einer Parabel, deren Parameter gleichfalls =1 ist, deren Axe mit 

der Abscissenlinie zusammenfällt und die positive Richtung, also die eAt- 

gegengesetzte der Axen der vorigen Parabeln, hat, und deren Scheitel 

der Nullpunct ist 

B. Für die vorigen Parabeln hat c die Werthe 1, 2, 3 •••., und 
es werden daher die Scheitel derjenigen unter ihnen auf Zahlen der Tafel 
fallen, für welche c eine gerade Zahl ist. Diese Tafelzahlen sind: 

(ä.) Oü, 1|, 24, Og, 4x5, •••• 

(urc^O, 2, 4, 6, & 
Hiermit haben wir zugleich eine neue Reihe (a) von Zahlen kennen 

m 

gelernt, welche eine Parabel bilden. 

C. So wie aus den Zahlen einer der vorigen Parabeln die Zahlen 
der nächstfolgenden oder vorhergehenden gefunden wurden, indem der In- 
dex jeder Zahl um die Zahl selbst vermehrt oder vermindert wurde, so 
können wir auch aus der Reibe (ou) neue Reihen in Parabeln liegender 
Zahlen ableiten. Die aus der Vermehrung der Indices entstehenden Ret* 
hen sind: 

*J1 25, 3i2, 4-201 ••••? 13^ -^81 ^15» 4^4, ••»•} U« 8» W» 

die aus der Verminderung entstehenden: 

*05 22, Sg, 4i2> ••••} Jqj Oyj 4^, ••••} U. S. W. 

und allgemein: 

(ßv *e+l<» 2(4.4.2)21 3(e+))l9 ••••? 

WO c auch negativ genommen werden kann; nur dürfen dadurch die hi- 
dices nicht negativ werden, so lange wir nicht die Grenzen der im Vori- 
gen construirten Tafel äberschreiten wollen. 

Wie man sieht, werden auch durch diese Reihen alle Zahlen der 
Tafel erschöpft. Die. allgemeine Gleichung ihrer Parabeln ist: 

d? = cy + yy oder jr + ^cc = (ic + y)^ 

Crtn«*8 lonraU d. M. Bd. XXII. Hft 3 36 



282 10* Möbiui^ geometrische Eigenschaften einer Factor entafel. 

Von allen Parabeln dieses neaen Systems sind daher die Parameter 
gleiclifalls =5 1 ; die Axen sind mit der Abseissenlinie parallel und haben 
die positive Richtung derselben; von den Scheiteln sind die Cooordinaten 
xrsz — \cCf yss — :^c, die Scheitel selbst liegen daher in einer Parabel, 
deren Gleichung yy^=^ — ^ ist und fallen somit Aber die Grenze unserer 
Tafel hinaus } endlich gehen auch hier simmtliche Parabeln, verlängert, 
durch den NnUpunct. 

D. Um uns von der gegenseitigen Beziehung zwischen diesem 
neuen und dem vorigen Systeme von ParabfJn eine auschaulichere Vor- 
stellung zu verschaflen, wollen wir uns zwei Parabeln N und P denken, 
deren jede einen Parameter =1 hat, deren Axen in die Abseissenlinie 
fallen, die der iV in die negative Seite, die der P in die positive, und 
welche den Aufangspunct der Abscissen zum gemeinschaftlichen Scheitel 
haben. Wird nun die Parabel N so fortbewegt, dafs ihre Axe sich paral- 
lel bleibt und Ihr Scheitel in der Parabel P fortgeht, so kommt 6ie nach 
und nach in die Lage aller Parabeln des ersten Systems; w*ird aber die 
Parabel P parallel mit sich fortbewegt, so da(s ihr Scheitel die Parabel N 
beschreibt, so covicidirt sie nach und nach mit allen Parabeln des zweiten 
Systems. 

E. Da die Parabeln des zweiten Systems eben so gegen die nega- 
tive Seite der Abseissenlinie gelegen sind, wie die des ersten Systems ge- 
gen die positive Seite, so wird eine Gerade durch zwei Zahlen der Tafel, 
die zu einer Parabel des zweiten Systems gehören, der Abseissenlinie in 
ihrer Verlängerung Aber den Nullpunct nach der Linken begegnen, nnd 
zwar ebenfalls in dem Producte der beiden Zahlen, wenn die Zahlen der 
Uauptreihe Ober Null hinaus nach der Linken weiter fortgesetzt werden. 

F. Aufser den bisher betrachteten zwei Systemen von Parabeln 
lassen sich die Zahlen der Tafel uoch auf unzählig viele andere Arten in 
Parabeln von kleinern Parametern zusammenfassen. Dies zeigt sich am 
leichtesten, wenn man die geradlinige Reihe 

"• t)o, Ic, 22c, ^Zd • • • • ^aej • • • • 

mit der parabolischen Reihe 

vergleicht. Man erkennt sogleich, dafs man von den Zahlen 1, 2, 3, .... 
der Reihe 0. zu denselben Zahlen der Reihe I. gelangt, wenn man in den 
horizontalen Reihen dieser Zahlen um 1, 4, 9, ..«• aa, ..•• Felder weiter 



• • • • 
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zorückgebt Man kann nun nach demwlben Gesetz aus der Reihe L eine 
dritte IL, ans dieser eine vierte IIL n. s. w. ableiten. Dies giebt die 

IL Oo5 Ic-^j ^t^^€^y 33(e«C)j ♦ • • • Oa{i>-2a)J 
III« Ou, *c-)^ 2^Ce-<>)> 33(<wg5j . . i • Ö«(c-3o)j 

und überhaupt: 

oL O^y Ic— 1»> 22^e-2m), »^3(0-3111) 9 • • • • Qm{jt^^m)% 

Es erhellet femer ohne weiteres , da(s nicht blofs die erste und 
zweite Reihe, sondern auch Jede der übrigen fähig ist, alle Zahlen der 
Tafel erschöpfend darzustellen, indem man nämlich für c nach und nach 
alle Zahlen setzte für welche mgn positive Indices erhalt 

Um die Curven zu bestimmen, die sich durch die Zahlen der Reihen 
II., IIL, •••• ziehen lassen, nehme man das allgemeine Glied aa^e^m) der 
mten Reihe, setze, wie im Vorigen, die Zahl desselben a^sy, seinen in«- 
dex a(c«— am) SS jf^ nnd eliminire hieraus o. Dies giebt die Gleichung 

X = cy^myy oder ^(^-l^) ^ -(y-*^)'- 

Von jeder der Reihen, die sich aus (M.) für die verschiedenen Wer« 
the von c ergeben, liegen demnach die Zahlen in einer Parabel, deren Axe, 
wie bei dem im Obigen zuerst betrachteten Systeme, der Abscissenlinie nach 
entgegengesetzter Richtung parallel ist. Der Parameter jeder dieser Para- 
beln ist dem mten Tbeile der Seite eines Feldes gleich, nnd die Coordi- 
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naten des Scheitels sind a? = i — und y = l— • Hieraus folgt, nach Eli- 

mination von c, yy = — , als die Gleichung für die Curve der lächei- 

teL Die Scheitel sämmtlicher Parabeln liegen daher in einer Parabel, die 
ihnen gleich ist, aber die entgegengesetzte Lage hat, und deren Scheitel 
in den Anfangspunct fallt. 

Endlich ist nach dem oben angeführten Satze von der Parabel das 
Product aus zwei Zahlen der Reihe (M.) gleich dem Producte aus dem Para- 
meter in die Zahl der Hauptreihe , in welcher die H. Reihe von einer durch 
erstere beide Zahlen gelegten Geraden gesfchnitten wird; d. h. die Haupt- 
reihe wird von dieser Geraden in dem mfachen des Productes der beiden 
Zahlen geschnitten. 

So liegen z. B. die Zahlen jeder der durch II. dargestellten Reihen 
in einer Parabel, deren Parameter = ^ ist« Diejenige dieser Reihen , für 
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welche c =s 1 1 ist, besteht aas den Zahlen 

nnd es wird daher z. B. die Gerade durch 2|4 and 3is die Hauptreibe in 
dem doppelten Prodacte aas 2 in 3, d. i. in 12 treffen. 

G. Eben so, wie jetzt ans den Beiben 0« und I. die folgenden 
n., •••• M hergeleitet wurden, kann man auch in entgegengesetz- 
ter Bichtung zu neu^ Beiben I^., 1I<^., «••• M^., .... fortgehen, von 
denen jede aus der vorhergehenden, I*. aus 0., II*. aus I"^., u.&w. auf 
gleiche Art, wie 0. aus I., entspringt Die Beiben 1*". und M*. werden 
hiernach sein: 

* • Mo> Itf^-l^ '^2{€^2)J . • . • tfa(«4o)9 • • • • 

wl • Oo, ^e^my ^2{c-^7m)J • . . . ^a{fi+am)9 • • • • 

Die Beibe l"^. ist folglich einerlei mit der obigen (ß.)^ so dafs das System 
Yon Beulen, welches man aus I"^. fdr die verschiedenen Werthe von c er- 
hält, dasselbe ist, welches wir oben als das zweite bezeichneten. Hinsicht- 
lieh der fibrigen Beihen reicht es bin zu bemerken, dafs M*. zu M. in der- 
selben Beziehung wie I*. zu L steht 
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IL 

De fonnatione et proprietatibus Detenmnantiiiiii. 

(Auct <7» 6« /• JaeM pro£ ord. malh. Regiom.) 



1. 

v^uxkt quidem oo&oimi Algoriduni, qoi aequatiommi Iineariiun litteraUum 
solotioni inserviant Neque tarnen Tideo eoniin proprietates praecipoasi ita 
breviter eoarrataa atque in conspectom posUas esse, quantoiD optare debe- 
BIU8 propter eanun ia graviaainiis quaealioniboa ABalytieis aama. Scilicet 
illae proprielatea qnamvia elementares non omnes ita tritae flunt, nt qoaa 
indemonatratas relinquere deceat et valde molestom est earnm demaoatratio- 
nibua ahioram ratiocinioram decarsom interrampere» Cni defectoi bic top* 
plere volo quo conmiodios in aliis commentationiboa ad bane recorreFe poa» 
sini; neotiqoam vero mihi propono totam illam materiam abaohrere. Adjeci 
8ub finem Propositiones qoasdani ad Metbodnm minimomm Ooadratorom 
pertinentea, qniboa explicetur qaomodo incognltarom valorea eoromqne Pon- 
dera, Metbodo illa determinata, peudeant a diveniia valoiibaa et ponderiboa 
quae obtinentur pro diveraia Combinationiboa numeri Obaervationom nomero 
incogoitaram aequalis, qui eanun determinationi sufficit Qoae ad compatna 
inntilia, facere tarnen possnnt ad nataram illornm valorom et Pondemm me- 
lius cognoacendanL 

2. 

Proponatnr prodactum conflaluiu ex omnibus ^^^'^ ' diffisrentiis n 4- 1 
quantitatum Ou, Hi, ..•• a^^ 

(ä2 — ai)(ii3 — a,) ...• (a, — ai) 



quod produclom omnimodis permutando quantitates Hj valorem absolntam 
mutare non potest, sed aut valorem eandem servat ant in oppositom abit. 
Yocemus eas indicum 0^ 1 , • • • « n Permutatioues, pro qniboa P valorem 
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eundem servat, posiHvas; eas, pro qaibus P valorem opposiiam iiiduit, ne- 
ßotivasj sive priores dicamus pertinere ad elaseem posiiwam PermuUUionum, 
posteriores ad cku$em neffoüvam. Biuis propositis Pemmtatiouibos qaibus- 
cunqae, certa exstabit Permatatioi qua post aheram adbibtta altera prodit 
Pertinebunt duae Permutaüanes . proposUae ad claasem eandem aut ad 
classes oppositas, prout Permniatio, qua altera ex altera obtinetur, ad 
classem positivmn aut neffotivam pertinet. Tribas enim Permatatlonibas 
abeat P respective in $Py e'P, s"P, ipsis e, s', e'^ denofaotibos ±1; si 
seconda Permatatio post priinam adhibetar, abit JP successive in eP, i.^'P; 
uiide si secundam Pennataüonein post priinam adbibendo nascitur tertia, fit 

Hinc prout b! aut ^l aut — 1 , boc est prout Permufalio qua ter-* 
tia e prima obtinetur ad classem positivam aut negativam pertinet, Perm»- 
fationes prima et tertia ad classem eandem aut oppositam pertinent, et vice 
versa. Sequitur ex antecc., Permutatioues ad eandem classem pertinentes, 
si nova fiat Permutatio, aut cunctas simul in eadem classe manere ant 
cunctas simul in alteram classem transire. Scilicet fit illud aut boc, prout 
Permutatio ad classem positivam aut negativam pertinet Si plures Per* 
mutationes aliae post alias adbibentur, diversae uasci possunt Permutatioues 
pro diverse quo aliae post alias adhibeutur arditie. Etenim Permulatione 
aliqua loco 0, 1, 2 etc. ponatur ^^ ti, #2 etc. atque alia quadam Permuta« 
(ione koj kiy k2 e(c«; secnnda post primam adbibita, ipsorum 0, 1, 2 etc. 
locum occupabunt 

kffit ki^j At/, etc., 
prima vero post secundum adbibita, 

»*o> hiy •*, eta 
neque necessarium est fieri 

**m = 'V 

At prorsus eadem methodo» qua Propositio praecedens, demonstratiir , Per* 
mutationee diversae quae nascantur pro diverso ordine quo PermutaÜo^ 
nes complures aliae post aUas adkibentur ad eandem pertinere claseem. 

Designantibus i et t ' binos indices quoscunque, productum P sie ex- 
bibere licet: 

P = ±(ö*—ÄiO-n(aA— «,)(«*— «.v).n(afiiÄ.)^ 
slquidem designant 
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producta omnium ip^Ius P factoniin (ßk — (idiOk — ^iO vel n^ — «i/, qui ob- 
tiueotur tribaendo ipsi k vel utriqoe k, k' valores ab t et i' diversos. 
Qnae doo producta alterum ipsorum t^ V respecta syinmetricom est aKenim 
üs vacat uude permutando iadices i et V hod matauian Coutra ex per- 
iiiutatione factor shigularis äi — a^/ valorem oppositmn indoit; unde ipnim 
producium proposttum P permutando bmos mdices valorem oppositum 
induit. Duorain igitur iodicum commntatio est Permutatio negativa, unde 
Permutationes positivae si denuo bini indices eommutantnr cunctae in ne- 
gativas, negativae cunctae in positivas (ranseunt. 

Reciproeas vocare licet binas Permutatioues, quibus altera post alte« 
ram adhibicis po&itio primiliva non mutatur. Statnamus Permutatione aliqua 
loco 0, 1, 2 etc. poni tu, i'm h ^tc; erit Permutatio reciproca qua 0» 1< 2 
etc. loco fo9 ^9 h 6tc. pouitur. Biuae Permutationes reciprocae ad eandem 
classem pertinent, cum altera post alteram adhibita ipsum P non mutetür. 

3. 

Ut cognoscatur an Permutatio proposita sit positiva an negativai 
variae assignari possunt regulae. Statuamus indlcibus permutalis loco 

Oy Ij 2 .... n 

respective positos esse 

• • • • 

'o? ^ly h • • • • *n j 

ac quaeratur an hac permutatione productum P immutatum maneat an Signum 
mutet. Producti P factores singuli ita exbibiti sunt ut elementum minore 
indice affectum de elemento maiore indice aflecto detrabatnr. Itaque si r 
et s bini sunt iudicum 0, 1, 2 .... it^ atque r<^Sj erit ipsius P factor 

a, — ar 
qui factor permutatione assignata abit in 

H; — at 

's 'r 

qui et ipse seu illi oppositus erit inier ipsius P factores prout i, >r r aut 

i,<C^r. Itaque si in serie numerorum, 

• • • • 

lo , t^y f 2 • • • • t^j 

m vicibus eveuit ut post numeram aliquem tV invenietur minor numerus i„ 
totldem vicibus producti P factor aliquis Signum mutat sive Permutatione 
iudicata mutatur P in 

(-irp. 

eritque Permutatio positiva aut negativa prout m par aut impar est. Quam 
r^ulam olim Cel. Cramer dedit, ilt. Laplace demonstravlt 

87* 
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Siot 

• • • • 

hy hy h •••• •« 

quieoiiqae indicam Oyl, 2..«.ii— 1, ac eonsideremm eam PermotaticH 
ncD qua matator % m i|, ii in t, etc. ac postreno t,» in ii« Ad eandem 
Peramtationem pervenimoa, ai piimam {^ cum ti, deinde h cum ta etc. 
poatremo ^ com t^ commotamoa. Uode nna illa Permntatio obtinetnr m 
Ticiboa oommntando doo elementa ideoqae est Permntatio poritiva aat nega- 
tiva pront m par ant impar mve proiit indicnm nnmerna m+t impar ant 
par est 

Ponamna Pemnitatioiie aliqna propoaita quacnnqse mntari indicea 
%) ia f o ig in ta» ii i^ H M generaliter ij^i in t|: penrenitiir taodem ad 
ittdioem ^ qoi ia ^ mntatnri neqae antea ad aliqoem praecedentiom indieam 
reditur. Ponamaa enim in aerie iadieam ioj Hj h •••• inyeidri indicem ix 
qni itt indioem aliqoem praeeedtetem t« motetor; com Permotatiotte qoacon- 
qoe 0008 tantom index io dalom qoendam iodicem motetor, fieri debet ix 
«BS tt^ ideoqne etiam ij^i es ^^ i^^ ss t^^ et Ha porro oaqoe dom ha^ 
beator ij^u^ == i^. ünde fit •! m b i^f ideoqoe iodicem i^ qoi io iodieeoi 
aliqoem praecedentem t^ motatoTi aemper aoteeedit index t» qoi io 1^ ■*-* 
tator. Si indicea ^9 ti • • • • t« non cunctos efBii|^ indicea 0| I9 2 •... % 
et Permotatione propoaita reliqni indicea qooqoe inter ae commotaotor: «t 
eonno aliqois 4», roraoa babetor Hjfclua indicnm 

qoi Permotatioae propoaita qoilibet Io proxioie aeqorateo^ oltianm io primom 
BMitaDtor, Si Ita pergimoa oaqoe dom omnea indicea exbaoriaotor, patal 
pro ooaqoaqoe PermotatioDe indicea 00a qnadam et oeceamuia ratiooe dia- 
pooi pooM io cydosy Ita ot indicea in aingoloa eycloa dispomti ea Perm»- 
tafiono qoilibet in proxioM aeqoentem, oltimoa io primom abeat 

Propoaita Permotatiooe aliqoa, diapooantnr aecoodom aoteoedeotta is- 
dioea O9 1, 2 • . •• n Io qrclosy qoorom oooieroa mt p miigoliqoe cydi re» 
npective fonaentor 

iofidboa ita ot alt 

03 + 024"^ •••• +<«>> = •i+l« 
£B cycloa aliqoia ooico ioAce cooatat aive aotecedentiom noomorom Ot ^e. 
aliqoia ooitati aeqoalia est, index illo 000 io aliom neqoo alioa Io eom mo- 
tatmr« Coilibet cyclo k iadiciboa cooataoti yidimoa rei^oodeco Penootatio» 
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0601 qaae obtineri potost ik«--l yicibi» daos indioes inter ae cosnatando^ 
Dade Permutatio propoatta obtineri poteot, 

^ 01 + 02+«» •••• +flip— J^ ■» * + l — J^ 

vidbini doo elemeaU inter m pennntando^ Unde Permtotio proposito 
est positiva ant oeigatira proot n+l — p par auf inpar eet siTe ynut d&- 
trakenio de numero mJ&cum numerum €gfclorum m qmo9 indiee$ Per^- 
tmttatkme proposUa dUeeäunt, ruUmm par aui impar fiL Haue paW 
duraa regulam qua Pemulatio proposita poaiiiva ao negativa ait cognosca- 
tnr, dadit Ol. Cauekjf (te. PoL caL 17. p.41). 



I]l «.!!•( 



itis (n+l)* qaanfitatibiu 



in qnibiia indicea et auperiorea i et inferiores k vatores onmes Oyl,2«...fi 
mdiiant, prodncator (erminns 

OK eoqne mnaeras 1.2.3 •••• (ii+l) tominoram wnifiom formetor indi* 
oes ant saperiorea ant inforiores oouiiaiodis inter ae pemintandow SinguUa 
deinde tenninis Signum ant positivnni ant negativnm pradigatu> prent Per- 

mntaliones qnibus e (ermino tf «i i^ • • . • «4"^ obtinentnr positiva ant ne- 
gativa sunt, omniomque 1.2.3 •••• (n+l) terminonnn suis signis aecept<H 
mm fiat Aggregatumt qnod designabo per 

Einsmodi Aggregatnm JR praennte ill. Gauss aUisqae DsUmimoM appel- 
labO) ipsas qaantitatis dp Determinantis sUmeMa et cnm ipsins JS terminns 
qnHibet e n+l elementis prodocatnr ipsnm JS dicam Deteminans n+l^ 
graim. 

Qnilibet Determinantis JR Urmnns 

•* •*' •**• . . . • a^(„j 



^) Patet tamil, paueiorilHai GonamUtioBibss duoram eleateatonmi Pemw l ationw 
piopositam obtineri non posse. 

^f) Indieem (0) in genere nonseribo ita nt o^^i a^, m low c^, af^, s^ ponatav 

Td qaaalilatos s^^y Oky m lespeetive dienntur inferiore noi soperioro ant ntroqos in« 
dies (0) aÜMlL 
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e termino af^a^d^ •••• a^, dopiici modo obtioeri potest, sive loco indi- 
cam iiiferioruni X), 1, 2 • . • • it poneiido reaipective Ar, k'j t^* .... k^'^ sive 
poueodo 0, 1, 2 •••• n loco indicom soperioram kj l^, kf' .... k^^K Qn^fd 
Permatationes sunt reciprocae ideoque ad eaodem classem peiiiaent; uude 
Determinantis (ermini iisdeni signis afliciantur, regula sigDorum appositasive 
inferiorum sive saperioram indicam permatationibua adbibealur. Cum oova 
Permutatione quacanque facta eiasdem classis Permutadonea siinol omDM 
io eadem clause maneaut sive omnes simol in oppositam classem Iranseaot, 
sequitur, quacunque huticum superiorum ittfiriarumve Permutaikme De^ 
termnans out nan mutari auf talorem oppositwn induere. Porro cum 
biuorom iudicmn Permatatione classis Permatafionum positiva in negativam, 
negativa in posiüvam abeat, seqnitar binoi quoscunque sive superiores sive 
inferiores tMBces permutando Determinans valorem oppositum induere. 
Qoae Determinantis proprietas priucipaRs et cbaracterisüca est. Unde baec 
altera flait propositio fhndamentalis , evanescere Determinane quoties bini 
indices sive superiares sive inferiores inter se aequales existant, siquidem 
breviter indices inter se aequales dicimos ubi quanlitates iis affectae aequa- 
les sunt. ScUicet si dno indices inter se aequales sunt , eorum permutatione 
nibil mutatur, qua tarnen permutatione com per proprietatem cbaracteristicam 
Determinans in valorem oppositum abeat, fieri debet i{ss_/l «ive /S = l). 

5. 

Adnotamus casus quosdam speciales quibus Determinantia in simpli- 
ciorem formam sive etiam in unicum Icrminum redeunt Exhibito Determi* 
nante B sequente modo» 

ubi ffK^n; ponamus pro omnibus ipsius t valoribus 

0, 1, 2, • • • • III — 1 , 
esse 

2. ar «ar^... = iir^ = 0. 
Reiiciendo Determinantis terminos evanescentes, ii tantum remanent termini, 

aiüi, • ••• a^ ... . a„, 
in quibus indices inferiores. 
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conTenioDt com Dumeris 

ordiois respec(o noo babito. Nam si mdicam t^^ t'"'^^ etc« vel nnas ae- 
qnaret aliqaeiii fioineronim 0, 1 , 3, • • • • m — 1 , (ermiDiia ex hypothesi facta 
evanesceret Unde seqaitar, quia in qaolibet Determinantis termino Indices 
dementia sabacripti omnes inter se divers! esse debent, reliquos indices 
inferiores 

9ß % ^ t ^ •••• t 

ordinis respecta non babito convenire com numeris, 

0| ly 2} • • • • iii-**lj 
ueqoe valores m> m -f- 1 etc. induere. Qoa da ra eroontor concti Determi- 
nantis termini ex ono 



seorsim inter se permotando indices 

Oj 1| 2 5 • • • • fli""^ I 
atque indices 

signis insoper ancipitibus ± ita determinatis ot termini qoi binorom indicnm 
permutatione alter in alterom abeunt signls oppositis afficiantor. Unde fit 

• /( SS 2» + aüx •••• üm^ • 2 X ^ ^if I • • • « ^ 9 

sive babetor Propositio: 
I« Quoties pro indicis A: valoribns 0, 1^ 2| •••• m — 1 evanescant ele- 
menta a)r\ oiT^^\ •••• Ok\ Determinans 

S + 001^2 ••• »Hu 

abire in productom a daobos Determioantibos 

Prorsos eadem valet Propositio si pro indicis • valortbiis 0| 1, 2, 

. • , . m — 1 elementa al^ ' ^Vi ' * * * * ^^'^ evanescont Si in Propositione 
antecedenle insoper pro indicis i valoribns 0, 1, ••.• / — 1 evanescant ele* 

menta af , a^l'^^\ .... aT^j Determinans JR in prodoctom e tribos Determi- 
nantibos abit et ita porro« 

Est casos simplicissimos Propositionis antecedentis qoo elementa certo 
qoodam indice soperiore affecta pro indicibos inferioribos praeter nnnm omni- 
bos evanescont) qoippe qoo casu alterom Determinantiom e qoibos R pro- 
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dücitar io $ämj^x elemeniam «bit Sit enim 

i^a4« .... ^^^»Of 
fit: 

Si insoper fit, 

eadem ratfone e (4.) seqnitor: 

Zt ÜQiU% • • • • fljji SS % 1 Hm • 2r X wVi • • • • Hji^s, • 

Sic pergeado eroimos PropoditioMBi kaoe: 
n. EyaoesceiitilNn etetnentii omnSbmB^ 

^ > «ft . r • • 4% , 
in qoibiis respective intoc inferior ik Indieibun mqperioribnn m, «i+ <» 
• • • • n^ minor cstf fiori 

±aiiAi^ ••••4i 5» «•! Ä«^.l ••••1^ 2x0^1 «•••<im-i • 
Unde pouMdo m ss 1 «equitv: 

IIL EvaneMontilNis elemenCui omnibos in qnibns indox inferior in^Bee 
suporiore minor est, Determinans in nnicmn terminom abiro vel fieri 

E Propositione IL «eqnitttr boc CoroHariam: 
IV. Evaneacentibn» elementia oamSma, 

a^ f ajt . . . . «t , 
in qnibos indicea inferiorM raperioribna minores mint, si insoper 
babetar. 



fit 



^(••) .^ Ä<'»+*> ^W .-« fl 

2±4iax .... 11?^ s s±fla; .... aS::;^ 



E qua Propositione patet qnodlibet inferioris gradns Determinans liaberi 
posse pro Deterarinantis altioris gradua eaan speoiali. 

Desutnemns per 

Aggregatnm omuinm Determinantis JS termioorom qui per quantitalem a^ 
mohiplicati annt In qnovis ipsios JS termino 
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elementa ««> a^ etc. indicibus cum superioribus (um inferioribus omnibua 
infer 06 divenn« gaudent Uude (ermioos Aggregat! A]f^ neu ingredi pos- 
aunt quantitates ai\ in quibns index superior valorem fvel inferior valo- 
rem p habet Porro cum in quovia ipsiua R termino elementum unum sit 
nee jplura quod datum indicem auperiorem i, unum nee plura quod datum 
indicem inferiorem k babeat, sequitur^ singnloa Determinantis R terminoa 

per unum elementorum a^\ 0% .... d^ neqne vero per plura eorumairoul 

multiplicari aec non per unum elementorum ni, a\^ .... äi neque vero per 
plura eorum aimul multiplicari. Vocabantur autem, 

Aggregata terminorum DeterminautiB jR refl^ective per a^, af ••«• aiP 
muhiplicatorum, unde fieri debet, 

1. Ä = a^'^J^^ + «/^Jf .... +aWj 
porro eraaty 

Aggregata terminorum Determinantia JR respective per ai äi ... . a^^ multi- 
plicaforam, unde fieri debet^ 

2. Ä = ajtAi + aiJi+ .... + af Jjf>- 

Tribuendo indici i vel A: valorea 0^ 1, 2 .... n, € quaque duarum formu^ 
lamm (1.) ^^ (^O obtinentur n +1 repraeaentationea diveraae Determinantis R^ 
Determinaus jR est singularum quantUatum af respeetu expreaaio 
linearis 9 atque ipsius a^^ Coefficientem, qua in Determinante R alBcitur^ 

▼ocavimus Afi unde adhibita differenüalium notatione ipsum Af exhibere 
licet per formulam^ 

Hinc si qtantitatibua a^i incrementa infinite parva (ribuimua, 

simulque jR incremen(um dR capit, fit 

4. dR = :ZAfdaf, 
aiquidem sub aigno snmmatorio utrique indici i et Ar valores 0, ly 2 4... n 
conferuntnr. 

Binos indices superiores i et i' commutando cum R in — JR abeat^ 

aequituri Aggregatuni terminorum ipsius R per a{' multiplicatorum ^ ^fAf, 
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m 

ea commotatione abire in Aggr^atom terminonim ipsioa — JR per ap mulii- 

plicatomniy — af^Ap. Unde seqnitar, ponendo i heo V ahire A^^ m 

— Ap'j eademgae ratione probator, ponendo k loco k' ahire Äi im — A^. 
Unde etiam sequitur , ' eimul ponendo i loco i\ k loco k^, eiquidem i et t > 

k et kf inter ee diverei srnt, ahire Af in AI?. 
Obtinetar afj^^ si in termino 

+ aa'i ä^l .•• • al •••• a^ 
elementum aj'^ immufatuni maoet, reliquorom iodicibas superioribas vel inFe-* 
rioribos permulatis, nude fit 

unde prodit A^i loco inferioria indicis /( ponendo t et signa mntaado sive fit, 

^k = — 2> X aai • • • • ag^i n+i • . . • 114-1 a^ a^^i .... a, . 
Tel etiam si t et A? a di versi, obtinetur Af ex 



A = ^i.a\a!i_ •••• a, 






looo indicis superioris t et inferioris k ponendo a 

Conunnfando indices inreriores com soperioribus non mniatnr Deter^ 
minans JS; simul termini in cii dudi, ^VA^i^ abeuut in terminos in n-*^ 
docCoSy df^Äi^l nnde in quanüfatibus af commutando indicee inferiores 
cmn evperioribus abeunt guantitaies Ji^ tu Af^ eive etiam in qmanAtaübme 
J^i indices inferiores cum inferioribus commutantur. Hinc etiam sequitor, 
guoHes pro omnibus indicibus i et k fiat, 

fieri eüam 

«^» = -^ • 

Commutatis enim indicibus soperioribus et inferioribus omnium a^P, ipsawi^^ non 
mntatnr cum eins elementis aeqnivalentia sobfirtitoantnr ; ea aotem commatatione 

vidimns abire Ati in J^^^ nnde utrumque inter se aequale evadere debet. 

Statuamusj pro daüs duobus indicibus t et V fieri, 

o, a c= a 9 öl = tf i f • • • • An = Art , 
pn^ter proprietatem eius fundamentalem evanescit valor Deierminaiitis it. 
Binc repraesentando Determinans R per fomiulam (1.) ac substitnendo (6.) 
eraimos, 
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Haec aequatio iiiTenta quidem est sopponeodo, qoänUtates ai"^ ipsis aV re- 
apective aeqoalea esae, sed cum expressionem ad dextram aequationia (6*) 
quantitatea af , d^ .... alP omnino noii ingrediaotar , aeqtuUio (&) idenfica 
esse debet Ac periude invenitar, desiguante k' iiidiceni quemconque a k 
diversrom, quoties sit 

Äi — ^A'> ^k = öji/, . . • . a* :=s a^i j 
identice fieri : 

Sobstitueudo formalas (3.), ioventas fcHrmulas (l.)» (2«X (^-X (8.) sie qaoqoe 
exbibere licet: 

10. o = i,^')^-^ + a, — pj ...• +a, — pj, 

^ dR . s dR I wdÄ 

Quae sunt aequatiuoes differeatiales partiales qoibus Deterniiiiaoa jR satiafacit. 

7. 

Per formulas S« pr. traditas tbeoria resolotiouis algebraicae aequa* 
tioiium lineariuQi facile absolvitar. 

Propooaotur eoim aequationes lineares, 

u zs^at -^-aj .... +H,*« 
1. ) tii = a't +a[ti »... +a»/if 



ut eraalor incoguUa t/,y aequationes propositae respective ferAi,fAi....Ai^ 
miiltipUcelitiir et post moUiplicationem factam iDstitaalar samoiatio: in summa 
lila evaneseimt e (8.) %. pr. Coäfficieotes ipsarum /, /^ , .... t^ praeter 
Cogffioieotem ipsios t^ qui e (S.) $. pr. aeqoalis evadit Determinanti ü^ 

Bive fit 

2. Rtj, = A^u-^-AiU, .... ^Arun. 

Qua in formnla triboeodo ipsi k valores 0, 1, ? •.«• n, eruimoa boc 
systeraa aeqQationamy qood iocoguitarum valores suppeditat, 

38* 
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3. 



Prorsas eadem ratione, proposilis aeqaationibas liaearibus, 

9 Ä a r + a' Ti . . . • + n^"^ r« 

eruiimis e (60 ^ (2)« 9 S* P^m 

Br = As + AiSi *••» +-4„^, 

Äri Ä -4'* + -4>i .... 4--J>^ 
6. 

Commutando elemeniorum a„ indices raperiores et inferiores aequa* 
tionea (i.) et (4.) ioseabeunt; et cum simul ipsoram A^^ indices superiores 
et inferiores commutentur, Determiuans R immutatam maneat, siniul etiatn 
aeqnationes (3.) in (5.) abire debeut. Unde alteram aequationum systema de 
altero derivari potest. Sed idem obtinetor absque ulla cognitione ratiooi» 

qua quantitates R et A^^ ex eleuientis a^^ componnntur, ^ observando e ( 1 .) 
et (40 fieri: 

6. ur + u^rt +Unr^ == ts + tiS^ +^^„, 

ac substitnendo in hac aequatione ipsarum tj ti etc. ralores e (3.) petito«. 
Ipsum Determinans A dicamus ad aequationes (1.) vel (4.) /eier^'n^« sive ea^- 
rum aequationum Determinans esse. 

Aeqnationes (6.) S« pr. doceut, propositis n aequationibus^ 

= a^ + ai/i •..• +0^'» 

=5 a7 + ai^x + ^hK 

'• \ 

in quibus ipsi a iiori tribuatur iodex superior t, fieri 

oisi ooines /, ti, .... t„ simul evanescant. Ut etiam aeqnalia 
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drus ellipUeiis aot h jperbolicos aat systeiM . daomm PlaDorani se ioter* 
seeautiom, m evaDescente Determinante Coordhiatarooi valorea indeterminati 
evadunt, ita tarnen ut centrom rarans in data recta sed nbiconque iaeeat 
Cylindrua fit parebolicns si centram in infinitom removetnr^ ita tamen nt in 
dato piano iaeeat. Determinante igitnr evanescente inter varias adhuc casus 
naturae maxime diveraae distingnendnm est et pro singuli^ criteria algebraica 
afibrenda emnt. Qnod tamen pro numero qnocuuqne aeqnationum linearium 
panllo, prolixom videtor negotium. 

8. 

Aduotavit M. Laphtee, unmnquodque Determinans repraesentari posse 

nt Aggregat nm productomm plnrinm Determinantinm inferiornm graduum. 

Qnae res ita se habet. Discerpatnr numerus n in plures alios numeros ve- 

luti in guatuar i(a ut sit, 

n z=i i + k-^-l-^-m; 

distribuantur indices 0, 1, 2, .... n in quatuor classes t+l» ^> h ^ in* 

dicibus eonstantes. Ex. gr. eonstituant indices» 

0, 1 , 2 .... f primam» 

i -fl| t -f- 2 .... k secundami 

k^ij k + 2 .... / tertiam 

/4-I9 1^2 .... n qnartam 

classem. 0^^^ classes omnimodis sibi invicem inserantur ordine numerorum 

cuiusvis classis non mutato» ita ut in Permutatione proveniente non fiat ut 

index minorem aiiquem eiusdem classis antecedat Sit eiusmodi Permutatio, 

Ä?, a', a* .... a" 
ac designemus per, 

iS±a^ a* a* .... a% 

Aggf^gatnm omnium expressionum quae e data expressione eiusmodi Per- 

nutationibus proveniunt» signis -f* ^Qt — 1 praefixis prout Permutatio po- 

sitiva aut negativa est. Bis positis in singulis terminis expressionis 

(0 ^(•+OJH'') Jft ^w 



«^ ± ^andai .... «.f . «,i+i «^5 • • • • «^l • • • • 



a 



loco factorum 

i 


.... a^ij 




^^*^ 
«.», 




• • • • ^j j 




^<"> 

a^ 


scribantur Determinantia 


• • • • tt i% 




• • • • ^a^9 


^5 1 ./HD A^-¥r> 


. . . . ajj 




.... a^,i « 
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prodit : 

^±aj^ia^i^2 •••• ^ ^« 
OemoDstratio iode palet quod omnes obtioeantor Permutationes primum in« 
dices i(a permotando ut indices eiasdem classis certum qoeodam ordinem 
servent ac deinde rnrsns eiusiuodt classis indices omnimodis permutando. 
Nnmenis prododoram Determinantinm qaae Aggregatnni jS amplectitnr est, 
1,2>3 ..., (w+l) 

Formnla proposita expediri potest Determinantis indagatio ai DeCerminanlia 
partialia, qaae singuloram productorum factores constitnonti valoribos sinn 
plicibos gandent. 

9. 

Accaratius examinemns Determinantia n — 1*^ grados e qnibas per 
Determinantia secnudi gradus moltiplicatis Determinans R componitnr. Pro- 
posito determinante, 

B = ^±aa[ .... a^^\ 

terminoruDi eins per a)pdif'^ mnitiplicatornm yocemns^Aggregatnm 

Ipsi f et f'nec non g et g^ qnilibet esse possant indices ex ipsia 0, 1, 
..•• 11^ a se diversi. In terminis Aggregat! 

non inveninntur elementa indicibns superioribos f ^ f neqne elementa in«* 
dicibns inferioribus g ^ g* afiecta, qnippe idem Determlnatis IL terminus 
binoa non habet factores eodem indice snperiore vel inferiore afiectos. Qoa 

de Fe indices f et f vel g et g' iater se permutando ipsom J^'^! motatio- 
nem non subit, ideoqoe abit expressio (1.) in 

Badem antem permutatione enm /{ in -*- /{ matetur, erit (3.) Aggregafum 
ipsins — R terminoram qoi per 

4. a'pa'P 
■oltiplicaotDr, ideoqae erit 



6. (flf di'' ^ af a^'^) Jff 
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tenmoomiD ipsios B per a^'^a^/^ multiplicatoniiii Ai^egatmn mre 

Qoa de re contiuebit R terminos proveiiieotes e producto, 

ÜBqae termiui Detenninantis B erant ömnes in quibus doo elemeota indici- 
bii8 flnperioribns f et f affecta indioibus inferioribus g et g' gaudeot. At 
qoivia ipsioa B terminas eontinet duo elementa altemm indioe superiore f 
aUerum iadice snperiore f affectum nee non duo elemeota altenim iodiee 
iafimore g alteram indice iuferiore g' affectimiy qoia cuiusvis termiui elemeota 
aio^a siogidUr iodicibas com miperioribaa tum inferioribos aflGeiimtar. Uode 
obtioetor B sammaodo omoes ezpresaioiies (C.) in qnibos pro iisdem f et f 
eomuntor pro g ^ g' bin! indicnm 0, 1, 2, •••• n vel etiam in qnibus pro 
iisdem g ^ gf bini indteum 0, 1, 2, • . ..• ii ipsis f ^ f* substitoantor. Qua 
de re fii pro ^ V vel pro h, V bini diversi indieum 0, 1^ 2, • • . • n snmun* 
tor, ipai autem /> f'y g, g' dati indicea annt, obtinetur 

Facile etiam ipsa Äp e qoanfitatiboa A^g, componitur. Erat enim 

^^Jtp Aggregatnm terminomm Determinantis B per o^^multiplicatomm; 

qni tefmini cum insnper per nnnm elementomm, 

^(/O ^VO Jf'^ r/o 

omisso elemeato a^'^, vel etiam per nnnm elementornm, 

onuaao / elemento dp mnltiplicati esse debeant, obtioetor: 

Bive 

nbi reapective termiui per d^\ dp multipUcati omittendi aont. 
Designemns br. causa per (Ar, V) expreasionem 

ita ot ait 

(*,*') = - (*' *). 

it e (8.) ipsi g srubstituendo nnmeroa 0^ 1^ 2 .... n.* 



-r#* 
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^0'>=r « +fl[^(0,l) + 4^\0,2)....+«^^'>(0,n) 

AY' ^ «^'>(1, 0) + • 4- aV\t, 2) .... + «f '(1, «) 

II. { 4^ = «^'>(2,0) + «;^'>(2,l)+ * .... +«r'(2,n) 

4^' = a.^'(ii, 0) + «'/"(», 1) + u/\n, 2) .... + « 

formalae e (9.) derivari possant. lu aequatiooibas (1 1.) ipsorum a ^^'\ 

aY^'\ etc. Coöfficiente« io Oiagooali positi evanescanf, bin! qoilibet Coef- 
ficieutes Diagonalia reüpectu synmetrice posili valoribus oppositis gaudeut 
Qvae est species aequalioiium lioeariam memorabilis iu variis quaestionibas 
aoaljticis obveDiena. 

10. 

Quomoduu supra difierenliaodo R eleinenti a/^ respectu ipsum A^* 
obtinuimos, i(a ipsom Ag^ f obtinetur bis differeottando B elementoram a/\ 
a^^ respectu. Ex ipsa eiiiin Aggregat! J/^' ^' defiuitione eruimas fornialas, 

In aeqmtiouibiis (10.) % 6. ponator i"j kf' loco i', kf, ft: 

Quae aequatiooes elenieoiorom aT ^ n\'', respectu difiereutiamos. Ubi iyi'^i" 
nee liou Ar, ky k" a se divertii suul, obiiuemus: 

= «^ -4^ i + «1 4 » • • • • + "" '^.» 

SS aj„ ^i, »' + «i« ■<**, i' • • • • T* «i" •^4, »' • 

Si t" ipt>i <' vd i aut A;" ipsi A' aat A; aeqaalis est, eruimos: 

, j -4" = a^'^^.^'+^r^.'i .... +«^4;. 

■ 

la fornalis (».), («.) fltatoendom est: 

4',*' =* -4', t = 0, 

CwlU'» JontMl d. M. Bi XXU. Hft 4. •• 
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shre omifleiidi siuit termiui io quibos ipsios Ai^i^ indices sive rapei 

mve inferiorefl aeqoales existmit 

MoUipUceaios aequatiooes sequeotes, 

= a Au + a'A\ .... +a^''>4^ 
= aiAk + a\A\ .... +at" A^ ^ 



R Ä ükA^ + auA'i .... + a/ J*" , 

= 0.^» + «:^;.... +aL"^4'' 

per fiu^ores 

J, I*» -«l, l* • • • • -Ä|^ n# • • • • ,Ä»^ i#^ 

addhioDe facla secundum (2.) evaoescont in dextra parte (ermioi omnes per 

Aij A^ e(c. moltiplicati praeter eos qoi per Ä^^ Ä^ miiltiplieati sunt et 
qoi secrnidam (3.) evadont, 

Unde prodit formula: 



sive 

5. R. 



d^R dR dR dR dR 



Evolatioue prodoetoram facta habetur formala identica, 

(-^* Ai4 — Ai4 A/^ ) (Alm Aifi, — Jti4uAj^ ) 

Io qua snbstituendo (4.) et dividendo per R prodit formula: 

A A^* ^ A'* *' _i ii'» *' J'» *' _i ^'> ** J'> ** <\ 

ac «imiliter demonstratur 

^' ^k,k'Ak,V -^r Ai^ i, Ai^ i* ^ Ak^i^Ai^i, Ä ü. 

Per aliam formulam ideuticaiu iiotissiuiam obtinetur e (4.): 

-^i ^k\k" i '^i' -«*A", k + Aii0Ai^ i» — U 



8. 



nve 



9. 



ä^*a««a««:"*'ao« •a«i'2a«ji"' "^ä^'ä^fä:^ 



+ 


an 


+ 


dR 

a -Co 



aÄ a»B . an a»Ä . an a»R 



a (0 * a W) a '.«") T^ a (»O • -> li'O ?> tf) 1^ a («") * a (») a (»0 

aa]j' a«j doj,' a«4 aa^'day, OOj aa^aai/ 



= o 



a 
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Advocando formolas (!•) obtines e (8.) 






Formulae praecedentes CK BSzoui bene instraeroot, earumqae in variis 
quaestiouibos usus est. 

11. 

Formala (4.) S- pr« ad geoeralius fonnnlarom systema pertinet. Yi- 
dimos $. 7. ex aeqoatiouibas, 



,(») « I _C«) 



sequi 



S. 






quibus iu formalis erat, 

g j ^ = 2±««' .... a-:\ 4:^ = 2 + aa; .... <Ci'\ 
f ^ =s s i i* -«1 • • • • ^^ _ I • 

AequaiioDum (1.) tantuui A?+^ priinas considereroas. 



4. 



earoinque ope delerinioemus tj t^ ..*. ti per reliqaas quanütates /^^.i, ti^^^ 
etc., atqae per ti, tii .... ii|. Prodeat, 

5. Ci^ + Ci^.,/t+, . . . . + C,;„ = Dil + All, . . . . + D^uj,, 
qua in formula erit, 

6. Cn = S±afl;fl;' .... di\ Dk = 2±afl;a;' .... a^^lP. 
Qaod patet observando, oblineri aeqaaüoues (4.) e (1.) poneodo itsA: ac 
ipsorom Ui loco poneudo, 

Ui — Äf+i f t+i — ai^2 ^»+« • • • • — »» ^n • 

39» 
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Simiiiter e n— A+1 pofitremis aeqoatiooam (S) detemiiiieDiiis qiiaiititates 
ttft> ^k^i •••• ^n por reliquas u, Ui.. .tfj^.i et per qnantitatos tkjhi-i •••• ^n* 
quo facto prodeat: 

erit 

Aeqoationes (6.) et (7.) inter 8e coovenire debent, uam per aeqoationes 
propositas (1.) uuico tantooi modo exprimi potest tk per t^^j ti^^ .... /„t 
ff^ ifi .... tf|. Unde fieri debet 

Dk Bk^ 

Ck ~ Pk 
sive 

In hae formula generali ipsi A> tribaeodo valorea 
prodU: 



dm 1^ 40 1 «»^ • • • • ^t^ 



2±aa\ R2±«'.... ^">* 

Harum aequatioiiani prima sappeditat, 

si^ir^"' = s±a«'. .... «ir." = «4::;::, 

quae cum foriuula (4.) %. pr. cooveniC. Deinde aequatioaiui (10.) dnae 
quataor e(c. primas in(er se muUipUcando^ prodk foraralanai syateow 

2±^;jr .... 4,"* = «Ä*"*. 

Qaaa fonmilaa anplecUtor fomnla generalis, 



II. C. G. J. Jaeoftf, dt formaüxmi ei pTopruiaHbuM DHerminanüum. S05 



B qua aliae plurinuie profloiut, u 

Oj U 2 .... k, k+1, k+2 .... n 

amnimodi« permatando. Veluti si formolanim (IL) postremam sie reprae* 
sentanma : 

ÖA ^^ ' 

generalHer babebitor 



Pooendo 



fit 



ä^f •» ^ • 



sive e $. 0.: 



Quae Dotisslina fonnula est. 



18. 

Sabatitaendo secaodam (3.) S. 6 ipsis ÄC expresaiooe«» 

sequitur e formiilis g. 7., propositis aeguationibus Imsaribus 

u ^= at + ö|/i .•..+«« /p 

u^ = a't + a\ t^ .... + ün t, 
i. 

fieri 

R . t ^ -5 — tf -l- -^r~r ^1 • • • • 'T" "L ' n\ ^/i 

da ' <?a' * • c'a'»^ 

•'1 =^ 3 «*+ TTT«! •••• +7-110«'« 



D # ^'^ _L ^'^ mm ^i_ ?^_ ÄJ 



o» do« ^^ 
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Propouamu« systemata aequatiooam lineariom in qaibiis omnibas iidem 
sint incognitarom Coefficientes et quae solis terminis mere constantibus inter 
86 difieruot. Quarom aequationam typus generalis sit^ 

at +fli 'i .... +a» <Ä =s Jöjk 

a'^ + tfl <i . . . . + a; ^ = Sa'k 
4. < 

e quibus aequationibus n + l systemata proposita obliaeantar pooendo ipsius Ar 
loco indices 0, 1 , 2 • . • • it. Valores iucogüitarura e systemate aequatio* 
num (4.) proveuieutes vocemiis 

erit secuadom (3.): 

Unde triboendo iudioi k cuuctoa valores 0, 1 .... n et sammando prodit 
fonnola : 

6. Ä{* + <;+/," .... ^ti"^] = SR 
sive etiani 

7. / + /; + f;' .... +/r =JlogÄ. 

Bxpreaaio ad dextram foriuolae praecedentis est summa e valore primae in- 
fiOgaUae e primo aeqoaliouam systemate, e valore secuudae incognilae e 
aecuiido syslemate erato etc. Signum variationis — S — fuuclioni alicui U 

elementorum a)^^ praefigendo inteUigo sommam, 

desiguantibus ^ai* ^ quantitates qnascnuque et summa ad utriusque iadicis t 
et k cnuetos valores 0, 1 .... n sive quod idem est ad cnucta DeterMi- 
nantis elemeuta extensa. 

Supponamos typnm aeqoationum propositanun esse 

af'^ + a, t'^' .... +«, /i'> = Sau +(0, k) 

aft^ + a^l^ .... +a:e^ Sa\ +(!,*) 



^.)^i) + «(-VC*) .... +«i;)^*) ^ ^ar + (m *); 

m 

rnntabitur formnla (&.) in kanc, 
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+ -|i (0, *) + -1^ (1, *)...'.+ ^ (», *), 
ideoqoe motabitar (II.) in hanc, 

sumtna ad indicnm t et A: conctos valores 0, 1, 2 •••. n extensa. Poua* 
mas inter CoefBcientes aeqaatiouom lineariam proposUarom locam habere 
aequationes, 

uode qoaDtUatesy 

inter se aequales existuat S« C. Suppouamus porro quanUtates {i, k) iodi-. 
cum i et A; permutatiooe valores iodaere-oppositos, sive fieri 

1«. (k, i) = - (1, k\ (Ä, Ä) = a 
Qoibos positis in saoima 

S^(i, Ä), 
termiDi 



-^(k,k) 



evaoescant; porro pro t et A: diversis bini termiiii, 
sese motoo destroont, unde tota sarnma 



da^ 



evanescit. Habemas igitar haoc PropooKioaem. 

Propositio. 
„Proponatar aeqaati<Hium lineariaai systenu^ 

a'<^« +<?;/i*' ....+aU* = M +(1,*) 
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10 qoibns 






atque {i, k) snnt qoantitates qaaecaDqoe pro quibos fit, 

(i, *) = -(Ä, i), (*, *) = 0; 
e «ystemate aeqoatioDum proposito formentar n -f- 1 systemaU, pooeudo 
pro ipso Ar indices 0, 1, 2 •••• n^ atque e primo systemate eruatar 
valor primae iucognitae, e secando seeundae der. omoiom sumoia 
aequatur yariationi logaritbini Determiiiautis aequationum propositaron, 
sive fit 

' + <; + ^' •••• +C^ = (^ log 2 ± na; «;'.... al^^'* 
Hac interdam Propositione aolvere licet quaeslioaea Analyticas gravissimas 
qaae primo intoitu valde complicalae videatun Cuiiui rei olim occasioiie 
tradam exempia. 

13. 

Stataamus 
1. C| 8SB oa a SS a a 't ^i ^i •••• +Äp Hp , 
ac Yocemos P DetermiDaoa ad elementa 4^ pertineDs, quod ruraus n-^V' 
gradus ait, ita nt habeator, 

3« JP SS 2 + CCgC2 • • • • Cm • 

Est productam 

3. ± cc\e2 . . . . cl;^ Ä ± Saa . Sa'a' . 8a"a'' .... Sa^''^d''\ 

qood sammarum prodactam per unam summam repraeseutare licet, 

4. + cc[c2 . • • . ci"^ s= ± Sa^a^ . a«.al,. . a^..d^^ .... a^'^L.d"}. 

= +Sa^a^. .... a^^l^^.a^al a^«)» 

siquidem signam somoiatoriam jS> ad solos iodices inferiores m, m' etc.*re- 
ferimus, quibos siugalis coucti valores triboeodi saot 

0, 1, 3 .... p. 

Permutando qoautitatum c indices soperiores, iiidices soperiores ipsorora a 
easdem Permutalioiies sqbeunt; contra permutando quantitatum c indices iii-> 
feriores, elementornm a indices soperiores easdem Permotationes subeant. 
Prodit Determiiians P ex aeqnatiouis (4.) laeva parte, indices ipsius c su- 
periores (), 1, !2 .... i» omnibos modis permutando simulque Signum poai-- 
tivum aut negativom praefigendo prent eorum indicum permutatio poeitiva 
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aat negativa est Qua de re obtinetor P ex exprentane» 

Ä • ± a,„ai,# . . • . a^l^^ • «m «»« • • • • ^^,j , 

iodicea ipsiaa a anperiores Offlnimodis permotaDdo, aigno poaitivo aot ne- 
gative praefixe prent Permotatio positiva ant negativa est, nnde fit 

At aecnndom Determinantiom Proprietäten fundaoMitalem evaneacit De- 
terminaiis 

qnoties indieom 

m, m* • . • • m^"^ 

duo qoicnnqae inter se aeqnales exiatnnt Qoa de re anffieit in aeqoatione (&) 

aiguom 8 referre ad indicam m, m* etc. valores a se diversas quoconqne 

modo e nomero indieom 0, 1 , 2 .... p petitos. Oistingoamna iam inter 

trea caBos qaibofli /9<ii, p^sn^ p'^n. 

Sit p^nj non licet infieibos m, mf .... m^"^ qoorom nUMWi est 
n-f-t valores inter se diverses e nnmero p^i indieom 0^ 1| 2 •••• |i tri- 
boere; qoa de re semper evaneacit Determinansi 

ideoqoe totom Aggregatom qood signom 8 amplectitor. Qoa de re banc 
babemos Propositionem. 

Propositio I* 
„Sit 

qooties pK^n evanescit Determinans 

2^ JL.C C1C2 . . • • €f^ • 

Iam secondom casom examinemos qoi prae eeteris momenti est 

Sit p^s^n; indices inter se diversi m, m! ••»• wi^^ ex Indidbos 
0, ly 2 .... M sumi debent ideoqoe com ofroromqoe idem nomeros sit, in- 
dices my mf etc. com indicibos 0, 1» 2 .... 11 conveniont, ordinitf respecto 
non babito. Qoa de re eroitor P e formola, 

P SB S.ücfi •••• Un Siiafti .... Om 9 
indicibos inferioribos 0, 1 .... omnimodis permotatis ita tarnen ot in ntro- 

qoe factore 

Hug .•••An 9 S^tatti .... df^ 

Ci«H«*tlMnua4.1I.Ba.XXir. Hft.4 40 
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eadem adbibeatur Pematatio. AI iis Permalalioiiibi» DeterminaiiSy 

2 iL ac&i • • • • d« , 
ant noo motatar aot (antum aiguum matat prout Pernotatio posHiva aut ue- 
gaüva est Qoa de re ernimiia P si in expressione, 

iiidicea ^aomni a inferiores onmimodia permatantur signo positive aot ne- 
gativo electo prent Permatatio positiva ut oevativa est. Uude si ponimos 

6. S + aa; •... alT^ = R, S±aa; .... al"^ = P, 
fit 

7- P « PÄ. 

Qua formala baee eoutiuetor Propositio in bis quaesliouibns fnndamentalis 

Propositio IL 

9iDatis binis qnibnsennque eiasdem gradus Determinantibus eornm 
prodnctura exbiberi potest nt einsdem gradus Determinans euins ele- 
menta sunt expressiones rationales integrae elementomm Determinanlium 
propositorum ; videlieet posito 

atqne 

11 = S±«a;....a5:\ P = S±aa;....ai"\ P = ^±cc\....ei''\ 

fit 

P « PÄ." 

E Propositione anteeedente flnit generalior: 

daüs ^fuoteunque muiem gradus Determinanübus eorum productum 
ut dusdem gradus exMberi passe Determinans cuius elementa ex^ 
pressianes smt rationales integral elementorum Determinanüum pro^ 
posUorum. 

Non essentiale eat^ qnod Prep. II. snpponitnr, ntrinsque Determinan- 

lis eondem gradnm esse; vidimus enim f. 6., quodlibet Determinans m+l*' 

gradns, 

etiam pro altioris gradas Determinante baberi posse. SU m^n atqne sap- 
ponamus evanescere cnncta elementa, 

^(••+0 J'n-^V An) 

O'k , ttjt I • • . . ttj^ , 

in quibns inferior iudex snperiore minor estj porro esse^ 

Am-k-l) {.m^Tl) in) ^ 

«*in+l — *«m+2 .... — »„ — 1 I 



11. C G. J. Jaoobif tU formaiione d proprUiatihu$ Dtterminantium, 3f 1 

erit secundnm $.5. IV.: 
Eo igitor caro fit: 

0ive babelar 

Propositio III. 

yjStt pro indicis i valoribas 0, 1, 2 •••• m, 

c* =5 a^ ' a^ ^ -f- cfi «1 • • • • + a,» Hn 9 
pro iodicibus t valoribus maioribos quam mj 

•^i = «»' + a,+ia;+i + «,+10^42 • • • • + a« a„ • 
erit 

S + aal .... a!:^S±aÄ; .... al"^ = 2±ci?;< •... cl"V' 

Id parte laeva aequatiouis (8.) dod inveDiuntnr eleraenta a quoroin index 

superior ipso m maior est, uude in Prep, antec. de valoribas eomm ex ar- 

bitrio statuere licet. Qaos si evanescere ponimus^ fit pro ipso i<m^ 

Ck = a fl + «i «i • • • • + a,„ Ä« , 

pro •>«!, 

.•^*'> — «^*^ 

14. 

Accedamas ad casam qao p^nj secaadom formolam (5.) %. pr. fit 
P sonima expressionum, 

^m^m' • • • • Ä^(n) • Ä ± a«a«. .... a^(^,, 
iDdicibos m, mf etc. tribotis qaibascuuqae n-f-l valoribas a se diversis 
e noBiero indicam 0, 1, 2 .... /i. Qaa de re ex ipsis 0, 1, 2 .... /^ 
electis n+l Domeris diversis , bi iiuoieri omnimodis inter se permntati pro 
indicibos inferioribaei m, mf .... m^") sami debent, omiiibasque illis Per* 
motatioDibus pro quibnscanqae it+1 numeris factis, singula Aggregata 
1,2 ..«. it + i termioorom sie proveuieutia sammaDda saut. At illis indi- 
com iDferiorom w^ mf etc. Permotatiouibus DeterniinaDs 

uon matatur aat solom signam matat proot Permotatio positiva aut nega- 
tiva est. Qoa de re fit, 

p « s.2±a«a:^ .... <;)2 + «.«:. «2«,, 

40* 
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«ive fit P Aggregalam e 

*«*»u •••• H "^l 1*2«0 «••• p"""ll 

prodiHStia hioomm Determinantiiiniy 

^ + (^m(^m* •••• »„.(it) • S + a^al»# •••• o„,cii)> 
qaae obtinentur qoosconqae n+i diversos nameros ex ipsis 0, f, 2 .... p 
pro indidbi» Inferioribiui m^m' .... mS"^ smnenda. Habemiui igitar seqaen- 
tem PropoaitioiieBi : 

Propositio IV. 
^Formentar producta biooram Determinaiitiooi, 

pro indicibos inferioribua m^ m^ ete. qoosconqae sumoiido it+1 na- 
meros ex ipsis 0, 1, 2 •••• j^i «U p^n: canctoroni eiomodi pro» 
doctomni smniiia aequator Determioaoti 

cd!ii8 elementa dantur per foraiiilasy 
Caso particolari quo pro omnibns ipaormi i eik valoribw tA, 

«« ^ *« » 

e Propp. aotecc baeo flait: 

Propositi V. 
,,Posito 

flit Deteminans 

«bi*<iilU 

P«>0) 

iibi/»s=j»fit 
■bi p > n fit 

riqaidem pro iodictbas ioferioribos m, m' ete. smiBator qailibet n -f- 1 
«Kversi e aameria 0^ 1» 3 ..*. p^ 
Hioo Qt CoroUariom seqoitar, quotU» fu tm ti t a fs» ojf' r««/«« «nU 

2r Jr irCf • • • « Vü 
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evaneicere nom po99€ nisi Determinantia 



2±^^ •••• «. 



Mtgula evaneseanL 

Propositiones 11^ IT« ilL CaueHjf demonstravit loco cUato. 

IS. 

Proponaotor aeqnationes lineares 

c X ^ Ci Xg • • • m ^ c^ «r« = y 

'* \ • 

obi 

Quae proveuiunt aequalionee ai /^+1 aeqnationes, 

a 0? + «^ *i • • • • + ^"^ ^» =* ' 
aiJ?-f-ala?i .... +ai x^^ fss li 



OpX + a^Xg .... +if>iF. s» /p 
per faciorea 

(Vj Okg f • • • • «^ 

multiplicatae addontar. 8i p<^n aeqoationam (1.) Deiermi iianä . secandum 
Prep. L S. 13. evaDeacit, quo casu incognitemm valorea aat infinili aol ia-* 
determiiiali evadoDt. Indetermioatos eoa evadere iode patet quod aeqoatio- 
niboa (1.) aatiafil qaotiea aeqaatiooibua (4.) satiafacdua est; m vero p^^n, 
aequaUoiiam (4.) namenia noBiero iocogaitanun minor est ideoqne aequ»- 
tionibos iUia infinMIa modfa aatisfieri potest» 
^ P^^f M statoanos rarsos 

6. P CS 2 H^ ecg . . .. Cji i 
resolvendo (1.) provenity 



»•'■=-l^-»+^y-+-^*"'- 



i 
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In qaibas valoribos ipsios y expre8noDes(3.) sabstitnamas, qao facto prodeat: 

P.X z=z ßl+ß, l, .... +ßplp 



erit 



7. 



8. ß« — a« -5^+ <V-ä^ ••••+«-. ^• 
Qoas expressiooes secundmn (2.) Ac qaoqae exbibere Kcet, 

Infer omnes qaantitates e solae iinnt qnanUtates «t y cü .... ct*^ qaae ele- 
mentom aiÜ' impIicaDt; expresso Sgitar P per qaantitates o, a ope forinnla- 



rom (2.x fit ^j,j __ 3p 



10. ßJ.*^ = 



Unde iacognitarnm Taiores (7.) per bas formulas exhiberi posaunt : 

Ponanos rarsas, 

1«. R = S±a«a;, «2'-)^ P s= 2±a„()4 0!% 

atque Signum sommatoriiioi — jS — exiendamus ad qoalibet ipsoriim m, 
m^ .... m^"^ syslemata in quibns m^ m^ etc. ft-f-l diversis numeris ex ipais 
0, 1, 2 .... p aequantor. Erit secundum Prop. IV. y. pr., 

13. P^».VB. 

Qua formula in (II.) substituta fit 

(S.Pll)x =S.P{4f' + -|^'.--+-|^',} 
(S.P«)x. = «.P{-|f /+ 1^/, .... +-1^/,} 



u. 



IS.PÄ)«. = S.t{^l + ß,l, .... +-^<,). 



p 
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£xpres8Jonem R oon iugrediuQtar omnia elementa, 

a j «^ , .... a^ ^ 

sed (antom elementa, 

Qua de re valores (14.) sie quoqae exhibere licet: 

(S.PÄ)«. =. s.p{^/. + /^*^ .... +^l.i« 

Designemua per 

valores incogiiitaram o?^ Xi •... o?;, proveoientea e n-f-l aeqaatiooibus e 
numero aequatioouni (4.) in quibus termini constantes sint, 

eraot expreaaiones nncis ioclosae qaae in dextra parte aeqaatioaam (16.) 
aob siguo S inveoiantur per P multiplicatae^ aeqoales ipais 

JB(a:), R(x,), JB(a?0- 

Code poleruDt iam formula (15.) sie exhiberi: 

{S.VR}x = 8.PR(x) 
jg {S.PR}x, = S.VR(x,) 

{S.PR]x, = 8.VR(x„), 
uode 

*^- ^ ~ ""S.PH ' ^* S.PÄ ^ •••• ^- S.PR • 

Quae seqaens est Proporitio: 

Propositio L 

^Qaascanqae n-f-l eonbioando e p-\*l aequationibas (4«) veluti 
»1+1*% m' +!*•", .... m^"^+l*^, eruaotor incogoitariini XßX^....x^ 

valores, 

(a?), (a?i), .... (a?Oj 

qui valores ouues per eandem qaantitatem multiplicentar, 



PÄ = S±(^.a: a2,,.S±«««m «; 






> 



pro ooinibw Alis combinationibiui qnanuB mmenm est, 

i.2 .... n^t ^^ i.2 .... p-^n ' 

producta siogala, 

PB*(a?), PB.(a?i), • . • • PÄ.(a?0, 
siiiBBUUido ae dividendo per mramiani ipaonmi PR prodent incogni- 
tamm valorea qoales per aeqoationea (1.) detenBinaotor, 

_ S.VRjx) _ 5,Pfi(a?,) S.PB(ar.) „ 

* a.FÄ » ^* •" S.FÄ ^ • "^ 5.PÄ • 

Si mrras fil, 

Jf} SB ^0 
«« "^ ^ 

abeiiBt aeqaatioaea (K) in aequeotes^ 

(« a)a? + (« «0^1 •• • • + (« ^"0^» = (« 

atquideni 

Aeqnatioaea (18.) eaedem sunt atqoe adhibeator ad detawioatioDem in- 
cogBilamm x, x^ ete. per Metbodum SRnimcrum Quadratarum, sLObser- 
vationea noaienua aeqoationaBi (4.) aoppeditaroal ipama iocognitarum nome- 
mm excedeateai. PoDcndo enin 

ü = 8.ia^x + alx, .... +flJ;)a?,~IJS 

aoBiiaa jS extenaa ad ipsiiia m valorea 0| 1 .... p, aeqoatkHiea (18.) cou- 
Teaioat cum bis 

pro qnibmi ü yalorem Minimam nanciscitvr. 
Habeama igitor baue Propositionem : 

Propoaitio IL 

^Proponantnir aequatiouea, 

ax +a'xi-]ra"Xt .... +^''^x^ sk I 
aix +a[x, + a7x^ .... +d^^x^ = l. 



a^x + apX^ + a^x^ .... +<"^a?, es 1^, 
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qaaram niyttenis incagnitarum muneitim excedai; e qaolibet systeinate 
n+l aeqaationam praecedentiam valor incogoitae eniatar atqae per 
qaadratam Delerminantis eins eysleiiiatis^ RR, muhiplicetar j quibus 
factis pro siogaltö aeqoaliouum * propositarnm combiDatiouibmi omniom 
illoruni prodoctorum saroma per sammaoi ornuiuin RR dividatur : eroitar 
iucognitae valor ideni atque inveDitur^ si aequationea propositae per 
Melbodum Miuiiuorum Qaadratorom tractautar."' 

Observaodom esl| valores omnium incoguitaram qni ex eadem aeqoatio» 
onm proposUamm eombioatione proveniant secuodum Prop. praec per eoit- 
dem qaaalitatem Ali malliplicari, qaam ideo in applicatioiiibiia ad Metho^ 
dum Mimmorum Quadralorum convenit appellare Pondus CouMnathma, 
a pondere valoris iocoguitae bene distingueodom» 

Statoamua ex aequatjouiba9 (1&) g. pr. sequi, 

P.x = H{al)^U{a'l) .... ^H^^Ka^^U), 
ubi P sicati enpra designat aeqaaliouum illaruiB Determinans. Consueveranl 
As(ronomi) qaanlitatem 

appellare iocognitae x Pondus seo potius Pondas determiDatioiiia incogui« 
lae X qoae omuibus Observatiouibas per Methodum Miu. Qoadr. combioatis 
erailur. Realilaendo ipsius (a^'^a^^^) loco elemeulam cj[') fit, 

Üflde secaodiiffl Prep. V. %. 14., 

P = S^^ + a^aW: «2»)!* 

siquidem in altera formala pro ip^is m, m', m'* .... m^"), in altera pro ipais 
m\ m" .... m^"^ omniboa modis quibua fieri polest somontor indienm 
0, 1, 2 •••• j9 sea n + l md ^ diversi. Si tantummodo tot eombinamos 
Obaervationes qoot sunt ineogoitae, ex. gr. Observaliones qnantitatibas 

respondooles, fit Pondos ipsias x ea Cooibioatione determinatae, 

s {2 ± a', o", . .TH^;)]* — ^ *'>' » 
tiqnidem in deDominatore sab siguo iSf pro indicibuii ioferioribos sumautar 

Cnib'a hmimU d. M. Bd. XXIL Hft. «. 41 
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Omnibus modis n diversi e n+l indicibos 0, 1^ 2 ••«• fi. St vocamus 

quantitatem 

{S±fli,Älflt .... äi^Y = RR 
ComKnaUanis Pondus, etity 

ipsios X per Combluationem illam determioatae Poiidos inverram, miiltipli- 
eatum per Pondus Conbinalionis RR. Quaiititas qaae Aggregato praece- 
dente eoniinetor, 

etiam in ali» Combinationibas obvetiK, videlicet in iis qoae qnantUatibos 
Ju9 ig •••• C-i atqne oni e reliqois l„ , f^i • « . • Ip respondent ideoqae in 

;>-+- 1 — n 
Combinationibas. Qoam ob rem si pro singnlis Combinationibas p -f- 1 Ob* 
servationam ad namerum n-f*!» qai determinandis iacognitis sofficit, de- 
terminamos ipsius x Pondas inversam, mohiplicatam per Combinationis 
Pondas: omnium eiasmodi prodactorum samma aeqnator qoantitati, 

(;> + l — n)SjS±a:.«: a«;>,^}» « (p + t^n)H, 

sive fit 



onde 

Hac formula incognitae per M.M.Q ex omnibas p+1 Obss. determiuatae 
pondas ^ determinatar eiasdem qaanlitatis ponderibos quae pro uamero 
Observationnm n+l aeqaali namero incognitaram obtinentar, advocatis 

siiigalis Cotnbinationum Ponderibus RR. Videmus ipsoram j^ yalorem 
qaodammodo medium in parte dextra aeqaationis praecedentis fonnatam noa 
ipsi -^ aequari siculi in Prep. IL $. arilec. de incognitaram valoribus usu 
venit, sed ipsi -^- muUiplicaio per p ^ i—n^ boc est per excessum Ob- 

servalionum nameri unitate aucti super uumerum incognitaram. Quod bene 
quadrati quia delerminationuoi pondera cum Observationum namero crescant« 
Begjom. 17 Martii 184 L 
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De Determinantibus fiiDctionalibus "^^ 

(Auct. C. G. J. JaeoK proF. ord maih. Regiom.) 



1. 

1d Conimentatione anteriore proprietates praecipoas Decenniuaoliam enar- 
nvlj qiiae ad qoodcanque elementoniiii syatema pertioeL lo hao Commeii- 
talione sapponain, elementa Determinaotis esae differentialia partialia syste- 
matis fsactioniun tolidem variabiliaiiif baram variabilium respecta sumta. 
Eiusmodi Determioautia per lotam Analyticam graviasimasi partes agere 
couataty quin etiam in variia qaaestiouibus ad sjstem^ faoetioaom ploriom 
variabilkw perünentibas aimiles vicea gerere atqae qaotieatem differenfialem 
fanctioois miias variabillsu Qood egregie deelaraot varia (beoreomta qoae 
de Determioantibus illis aliia occasioBibos proposui. Qua de re fortasse 
cooveuit ea Determiiianlia propria appellatione Determbumtium funetkma» 
Iftm insiguire. Quemadmodam autem DeterminaDtiiini fuoctiooaliom proprie* 
(atea ex lia qaae de Determinautibos algebraioia coostani derivabimua, ita 
DeterminaDtiiim proprietates algebraicorom vice versa e Determinautiom 
funcUooalium proprietatibos dedoci possaiit. Statoendo eoim, ipsas 

h M> t'i • • • • fn 

esse funcUouea Jiiieares variabilium x, x, .... x^^ 
fit 

ideoqoe Determioaos, ad aystema eiemeutorum a^^ qnodeiioque pertiiieus« 

haberi pote^il pro Delertaiuaüte ad ayatema differeotialium parlialium, 

Bfi 

peHiiieute tfive pro DetermiuaDte functioaali. 

*) Quae e theoria aeqaaiionnni linearium ei Determinantiuni algebraiconim nota 
8impai|iiBtiiry demonsirata inveuiuniur in ComBientatioDe praecedente y^De Detcr^ 
tmnoHiibui^^ ; ad hanc pettinent ConnDentationum paragraphi quas asteriscis super- 
pottlis nolavi. 

41» 



Sed «atoqoam ad fen propositaai aceeda»! |NMica de Botttiooe dSfe- 
reatiilnn partitliuoi antenitttaBL Et com in hao CommeiitotiaTO mefim 
de ftmetioiiibiis a ate indqpeiidentilKie vel noo e ue iDdepeodeetibas eeneo 
fiali efiam de fcfa rebu Alneidatioaee qoMdMi demeatarei aaaeetare raten 
videbator. 

Ut diatiogoereotar dhSMrentiaila fOiikßm a mifyarikus eea ia quiboa 
iraviabdia onuiea et eoiiia variabilis faaetioaesf ceaaideraatBr» BiU$rui aliiqoe 
fifereatialia partiaiia aaeia iadadefe cooaoevenuif. Sed qoia ttocoraai ao- 
eaamlatie et ^geati et acnbeati aK>le8(ior fieri aelel^ praetoU eharaeteriatiea 

a 

differeatialia valgaria, differeoüalia aateai partiaiia efcaracterisfiea 

d 

deaetare. I)e qaa re abi coaveaitor, erroria leeaa esse nea peteat Ifaqoe 
ai f ipsaraai j? et y faaetio eat, acribam 

Si qaa oaaai (aatom variabilea coolinet fonctio, perlnde cbaraderialiea 4 
Td d ati Koet. Badern oti licet dialinclioite in denotandia iat^ralioaibaa, 
Üa at expreaaionea^ 

iater ae diatiagaantar ; acilicet in illa ceaaideratnr y ideoqae eliaai f(x, y) 
at ipaioa s funclio, ia bac iotegratio reapecta aolioa x perlcieada eat atqae 
y iater iategraitoaeai pro Conataate babetar. 

Aliaa prepoaait aetationea ilL L^^rmife, qaibaa et ipaia aaepeaaamN> 
eaai comaiodo oli licet Bteniai m f pinriom ▼ariabiUnm x, » z foactio 
eat» deaelat per f difereatiale totale, boe eat expfeaaionea^ 

abi ^9 y^, tf auat diflS^rentialia ipaamai x^ y, % eiua reapecta variabilis 
aaarta qoae pro iadependente aaaaaita eat Coatra diffsreatialia pütHMm 
deaotat acribeodo poat aigonm f* eam Tarialaiea^ caiaa reqpecta dHTerentiatm 
partiaiia iaatitneuda eat doai reliqoae pro Conataatibaa habeater, ita vt ait» 
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fiS doamm (audmi variabiliam fonctiones proponnotary iSle super-* et snppo» 
Modo liaeolas denotat, qoot vicibos fimctio respeela alteratriiui variabilb 

diflfereiitiaiida sit, iüi ni ex. gr« /^ idem all aiqoe -^^r/^ ^ Deficit Im- 

grm^jfUma notoüc, st fimetioiiie (riim plorionve Tariabiliam diflerentialia 
altiora tpmm prima exliibenda aiiat^ neqae eiiusBiodi differentiaUa in TJkearla 
Fmuikmmm obveoiaot 

üt foactioaie pbirea Tariabilee involventis differeotiale partiale sit 
definitiuBi non soffieit iudicare et fnocstionem diflerenliaudam et variabileui 
cuiiis rei^eeto differenliaudani est, sed insoper aecesse est lodicetar, qoae- 
aam aiot qoaaliUtesy quae iuter differenliaodom eoustaales maaent. Sk eoim 
f ipaamai w, x^ .... x« functio, aasomtis ilfaraai vartabilioai n foneiioaibiia 
ooit Gü| «•••», 81 ipsa f pro variabiliom ^^ 60«, oi} « • «• oi« fiiactioiie habe- 
tur, Variante x non anplius consUuifea enint ctfii»«....a)49 ai s^ X2....x^ 
conslantes manent, neqae si oui, 00^ • • •• w« eoiisfantea manen^ eüani con* 

Staates enint x^^ x^ .... x^. Expressio anteai -k^ prorsoa diverses va* 

tores iadicabit, sive hae sive illae quantitates inter diflerentiandom constan- 
tes sunt Kx* gr» in funetione f duarum variabiliom x at y ipsios y loco 
introdocatur ipsarom x, y fonctio quaedam u pro altera variabili iudepen- 

dentOt qood antea erat diffeientiale -^, iam erit 

4L + 4L JjL 

bx ~ du ' Bx ' 

ita ot Idem signmn -k^ valores prorsus diverses siguificet, proot y vel u 

eonstaiis mauet dorn f respeeto ipsios x differentialor. Qua de re et ia bac 
et in aliis Cemmentationibos qooties Differeotialium Partialiom nsos eril, 
dic^ado variabiUom x^ x^ .».. x^ ipsam fess% fuuetionem, non tautom in-- 
dieabo, ipsam f a variabilibos ilUs pendere, constautem mauere si illae coii- 
Staates maueant, variari si varieatur, quod idem locum baberet, si ipsarum 
Xj Xg .... x^ loco aUae qaaecouque variabiles u), tai .... ca^ earum functio- 
oes, nt iadependentes iatrodueereutur : sed ipso dicendQ f variabiUum x, 
Xg .... x^ esse fUnctionem smhmteUigam , gualies ea f^OMÜo per partes 
äifsreiUietur ita institmendam esse diferentiationem ut ex ipns Ulis t^ria" 
b^tue eemper tma tanium varietur dum reliquofi ornnes constantes 
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Nec miniur quoad fiigoay üt foromUie omni ambiguitate eximereotttTy 

oecease easet ot non taotiuB iodicaretur variabilia coiua reapecfa differeotiatar, 

aed aimul totom ayalema variabiliom ludependenlium , qaarom fooctio per 

partea diflereniiaoda proponitar, ot ipao aigoo eae qaoque quandtatea qaae 

inter dHTereotiaodofli eonstani^ aiaaeant cognoscerenlur. Quod eo magia 

Deceaaariam pOMsk vkleri , qoia e?i(ari oequit qoiu in eadem Ratiodnatione 

vel etiam in una eademque fomiula inveoiaotor diflerenHalia partlalia ad dn» 

Tersa TariabülQm ladepeudeolioni aystewüa refereoda, veloti io expreaaiooe 

aapni propoaila, 

df ■ $f du 

dx '•' du * dx • 

iii qaa f pro ipeMuroB qoidem r et n, aed « pro ipaaram c et x faMlio 

habenda eat. Io qoam expreaaionem matabator -^j-y at u loeo y pro vn- 

riabili iodepeudeote inlrodacitar. Qood, ai adacribuntor variabili depeodeBti 
iodependentea ad qaaa differenliationea pariiales referoulor, iodieari poterit 
per Inmo formolam, omui arabigoitate exemtam, 

df(x. y) _ df(x, u) . df(x,u) ^ du(x,y) 
dx dx du * dx 

Sed ootetiOt in aeqoatione antecedente adbibita/aicoti aliae omnea, qaae 
fingt poaaont ad differentialia partialia ipaa aigoificandi ratione owuno de* 
fioienda, in quaeatiouibua certe geaeralioribna et formulia magia eomplicatia 
nolealiasima evaderet nec ferenda easet ; acilicet pro naiore variabiliom io* 
dependentium numero pluriboaqoe (erminia eveniret ot formnla, qoam aiia 
tantou lioea repraeaeotare licet, lotam paginam occuparet. Qoando aioe 
grayiore uncommodo licet quamqoam waxiaie affectanda aont aigaa» qoibaa 
et omnia ambigoitaa toUator et formulae eine interprefattone verbau a^eete 
per se clarae et iatelligibiles flaut, tu boc tarnen caao propter aoauaaiit 
illam oec evitandam prolixitateot acquiesceudom ease putavi in notatione 
differentialinm qoae vartabilitun independentiu» ittdtcatjont superaedet Neqoe 
eveitiet ot lectori inlelligenti et raUociiita sedolo perseqnenü in dobitaliD» 
nem venire posait, ad qnoduatn variabtlium iudepeudeutium ayatema aingida 
differeutiaiiom partialia referatHur« Interim obi ratum videtor, quo facilii» 
dno difiereutialiom partialiom syateraa diversis vartabilium ayatematia reapoiK 
deiitia inter se distiugoantur, aiterum mote Euleriano uncis incindaot. 
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3. 

Qoacanqae aeqaatiooe kiter pinres qoantitates proposita, nisi aeqnatio 
ideiilica eatj quanlitalum illarum anaqiiaeque per reliquas determioart poteat 
Identicam dico aequationem in qaa termini omnes ae matao destraunt oude 
qoantitaU delQrmiQaodae iuaervire nequit Si ex aequatione propoaita 
qaantitatis alicaius valor petitor iaque valor io aequatione propoaita ipsi 
qoantUali aobalituitur, aequalk) ideötica emergit, aeu potius hnDC ipsom dicH 
mm yalorem qoantitatis ex aeqaatiooe petilum aive aequatiooi aatisracieniem 
qai quaDtitati aabstitufaa aeqoalionem idenficam reddat Qaia nullitatem 
difierentiando rntsns nullitatem ideoqoe terminoa ae destmenfes differentiando 
rursaa terminoa ae deslruentea obtinea, aeqnitar, aeqoalionem identicam 
cnioaeunque qaantitatia respecta diflereufiando mraoa aeqnationem idea- 
licam prodire. 

Voeo aequationea a se inäependenles, qiiamm nnlla neqoe ipaa iden- 
tica eat ueqne reliqaamm ope ad identicam redaci poteaL Proponantor 
inter -quantitatea ar. x^ .... ^^ aeqoationea, 

fi SS 0, V| es Qy • • • • fi^ s= 0; 

ex aequatione tissO pMa(ur qnantUatia alicuioa x valor per x^ x^ etc. 
expreaana atqoe in reliqnia aeqoatfonibua ir| = 0, iisssO etc. aobatitnatort 
deinde ex aequatione tiiSsO petator alterioa qaantitatia x^ Talor per x^^ 
Xj rtc expreasoa atque in ipatua x expreaaiooe inventa et io reliquia aequa- 
tioaibua ti, ss Ö etc. aubatituatur, etc. etc. Si häc raflone pergimua aeqaa» 
tionibaa, 

1. tl SS 0, Ug s=i Oj . . . . Uk = Oj 

et ipaarnm x^ x^ .... x^ valorea per reliquaa quanlitales x^^^ , x^^ etc* 
expreaai eruut et reliquae aequationea , 

«. Wjk+i = 0, Uk^t = 0, . . • • «^ = 0, 
aolaa Xi^t^ Xi^^2 otc. continebunt, aive quantitatea Xj Xg .... x^ ex im eü^ 
tmnatae eront* Si pro nuUo ipaiua k valore minore quam m evenit ut sub- 
atitoendo ipaarnm Xj x^ .... x^ valorea, ex aeqoalionibua (1.) petitoa, ona 
aliqua aequalionnm (8.) identica evadat, praecedenle methodo totidem quan« 
titatea atqoe proponuntur aequationea determinari aeu per reliquaa quanti- 
tatea exprimi poasunt Si vero pro certo ipsiua k valore evenit ut aubsti- 
loendo ipsarum x^ Xg .... x^ valorea ex aequationibua (i.) petitos reliqua» 
rum aeqoationum 1144.1=20, 11x4.2 = etc. una identica evadat, aequatio illa 
identica ad uuam quantitatem per reliquas deterroiuandam adhiberi non pote* 
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ril, oode eo casa noo iatidem quantitates per reliqoas exprini passnut a(qoe 
aeqaationes propoaitae anot Qua de re megmatkmei prepomtae a $€ inm- 
eem independente$ smU aut non $uni pnmt earmm ape qua ntikUu m inter 
qua» propamaUwr foUdern aut non toHdmm per re^qua» exprioA pasiumt. 
Nailo aotem modo fieri poteet vi aeqiuUioiiibas propoeilia deterainielv qMU« 
tilatom uomenia maior nomero aequatioonm ) onde aeqnalioiiiioi a ae iiide-' 
pendentiom nimienini aut aeqoare aut exoedere debet iocogoitaniai quas 
iovolvaiiC unmeniay Dunqaani ei inferior eaae poteat Si valores qoaotifatom 
e (otidefln aeqmtioDibua inventi raraoa io bis aeqaatioiiibiia aubsütooDfar^ 
aeqoaliones tdenlicae evadera debeot 

Propoaitis aeqaatiomboa a ae iudepeodeatiboa, qnautitatea eamoi ope 
per reliqoas determinaDdae non aemper ex arbitrio eligi poaaaat Veloti ai 
doae qoaodtalea :r et ^r^ in omnibua aequalionibna propoailia nonnisi ad- 
dUione inter ae janctae inveniontor, ipstua qaidem ^ + ^i neqoe vero ain* 
gnlas X et x^ per reliqoas qoanlitales exprimere licet. Si aeqoationibus 
tissQy tfiSsOy .••• u^^siO qaautitales x^ Xg .... x^ delenninari seo per 
reliqoas qoantitates x^^i etc. exprimi possont, ex aeqoatiooibos illis nolla 
dedoci potest inter solas x^^^^ x^^^ .... x^ aeo e qua siaiol omnes x, 
Xi9 •••• x^ eliminatae sint. Nam eiosmodi aeqoafione qoanthatoai x,^^^ 
^m^ etc aliqoa veloü x^^i per reliqaas x^^, etc. exprimi posse(| ideoqoe 
ope m+l aeqoalionom « + 3 qoantitates x^ Xg .... x^^i per reliquas 
Xm^i otc determinarentor qood fieri neqoit. Contra si non fieri potest iit 
ex aeqoationibos a se independenlibos, 

ü » (^ Hi e 0, .... II« = 0, 

omnes x, x^ .... x^ determinentori ex aeqaationibos illis semper aliam de- 
ducere licet inter solas x^^u x^^^ etc seo e qoa omnes ar, x^ .... x^ 
eliminatae sont Faciamos enim pro ipsios k valore aliqoo minore qoam m 
aeqoationibos, 

if CS 0, «^ SS 0, .... tri SS 0, 

determiiiari x, Xg .... x^ earomqoe valores sobslitoi in aeqoationibos , 

tfi+i = 0, Ug^^ sr 0, .... ir« = 0: 

tarn demom bis aeqoationibos nolla amplios determinator qnantitatam Xg^^y 
Xi^i «... x^y 81 per substitutionem factam qoautitates illae ex aeqoationibos 
Ui^x = etc. omnino abennt sen aeqoationes inter solas x^^i, x^j^^ etc. 
prodennt. 
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Vidiams autecedeDübas^ propositis inter n + 1 incogoHas m 4* 1 aeqaa-* 
tionflboa independeDlibo«, Don taiitam aeq^ationam prc^ositarum nallam re- 
Uqaaram ope ideoticam reddi posse, aed etiam ex ineognUaram noniero as- 
aigoari posse idqoe in genere variia modis iocogoilaa n — m inter quas 
Boila exiatat aequatio qnae e propoaitis aequatioBibos derivari possit. Aeqiia- 
tionea HssO, tiisso» •••• u^tssOj quibus (otidem qaantitafes x, Xi....x^ 
qiiaa inyolvoot, deferminaotur, karum quanütatum mpectu dtco a ae iu- 
dependeniea. 

4. 

Proraus aimilia de AioctioDibas a ae independentibua valent. Fanc- 
(iones plarium variabilium voco a se iDvicem independentes ai earum nalla 
jieque Consfaiis est ueque per reliqaas exprimi potest vel quod idem est 
si inter fundionea eas solas uuUa locam habet aequatio ab ipsia praeterea 
variabilibaa vacua, qnae fuiictionuni expressiones substitoendo identica fiat 
Si inter functiones propositaa ejuamodi babentor una plureave aeqaationesy 
functionom totideni per reliquas determiuari possunt^ inter quaa nuUa amplioa 
aequatio locom habet. Uude si functiones propositae non a se independentea 
annty earum aliae a ae independentes eruut, reliquae per eas exprimi po- 
teront. Si functiones f, /l • • . • /*„ non a se independentes sunt, functiones 
antem /i^ /^ ••••/.» ^ ®^ independentes sunt, erit f ipsarum fu fi •••• fn 
fottctio. Nam si functiones /i^ /a • • • • ^ a se independentes sunt, aequatio 
inter omoes /*# /I • • • • A locum habens ipsa functione f vacare non potest^ 
quae ideo ea aequatioue ut reliquarum f^y f^.^^.fn functio determinatur. — » 

$i ipsaram x, Wi .... x^ functiones praeter haa quantitatea alias a^ 
Hl, i^ etc. involvunt, eas functiones quantitatum x, x^ .... x^ respeciu 
a ae independentes dicaiu, si inter solaa functiones et qoantitatea a, Hi» tf« 
etc. nulla aequatio locom habet. Si loco plurium funcliomim una tantum 
habetur unius variabilis functio, casus quo functiones a se non indepen- 
dentes sunt, in eum redit quo functio Constans est. Aequatione eniui, quae 
inter functiones propositas locum habet, functio si unica tantum proponitur 
Constanti aequatnr. Sint f, f^y fi etc. functiones variabilium x^ x^ .... x^ 
a ae independentes, sitque x una variabilium quas f continet: exprimere li- 
cet X per f reliquasque variabiies x^y x^ .... x . Qua ipsius x expres- 
sioue aobstituta in functionibua f^y fi etc. continebit f^ praeter f quasdam 
variabilinm x^y x^.. .. x^\ alioquin enim /l per solam f exprimeretnr qood 

CnDe^s Joimal d. M. Bd. XXII. Ha. 4. 4t 



326 12. C Q. J. Jacohi^ de DeifrmbianiAus fim^OanaUhui. 

est contra supposttioneiii, fonctiones f, ft etc. a «e independentes esse. Sit 
Xi mia Yariabilium qaas praeter f inyolTit fi, exprimere licet Xg per f, fi, 
W29 Xi • . • « x„y qiiae expressio snbsfitoator in ipsaram x, f^, f^ etc. ex-* 
pressionibas inventis, quo facto illae et ipsae per ff fu x^^ x^^ •••• ^n ex* 
primontar» Et contioebit rarsos ^ qnasdam variabilium Xi, x^ .... x^^ com 
e anppositione facta f^ per solas /> fi exprimi nequeat; unde rorans varia- 
biUom x^f x^ .... x^ aliqoam per rellqoas atqne ipsas f, /\ f^ exprimere 
licet. Hac ralione si pergimus, datis funclionibns quibascunqae a se invi* 
cem independeutibus, variabilium qoas coutioent lotidem per reliquas et 
fanctiones illas deierminaniur. Neque plures variabilium x etc. per reliquas 
ipsasque f eto» exprimi posse, inde patet, qnod ponendo m + 1 aequalionea 

f{X, Xi .... X^) =s CO 

/*, (a?, a?| .... x„) sa «4 



f. 



non plures quam m -)- 1 quantUates determinaotur. Neque si praeter func- 
tiones a se indepeiidentes f fi •*•• fm aü&o proponantur ^.^i etc., quae 
per solas fjfi .... f^ exprimi possunt, plures quam m -|- 1 variabiles per 
reliquas Ipsasque f, f^ .... f^, f^^x otc. exprimere licet ; nam cum ipsae 
A+i ^'^- P^^ solas f, fi •%.. f^ exprimantur, boc idem esset ac si propo- 
neretur plures quam iir -f* 1 variabiles per reliquas et m 4- 1 functiones f, 
fi •••• fm exprimere. Videmus igitur, prout functiones plurium variabilium 
propositae a se iudependeutes aut non iudependenles sint, variabilium toti- 
dem aut non totidem per reliquas et functiones illas exprimi posse, vel vice 
versa functiones a se indepeudeutes aut non iudependentes esse^ prout va- 
riabilium lotidem aut non totidem per reliquas funclionesque propositas ex- 
primere liceat. Sequitur ut Coroliarium, functiouum a se independentiom 
numerum variabilium quas coutiuent uumerum superare non posse. 

Si numerus fuuctiouum a se iudependetitium minor est numero varia« 
bilium quas coutineut, variabiles totidem per reliquas functionesque propo- 
sitas determinandae non semper ex arbitrio sumi possunt. Veluti si in func- 
tionibns proposih's duae variabiles x et x^^ tanlum in binomio x-f-^r^ ialep 
se junctae obveniunt, certo non licet siiigulas x et x^ seorsim per functio- 
nes illas et reliquas variabiles exprimere. Quoties x, x^ ..•. x^ per re- 
liquas ^r^^i etc. functionesque f, fi •••* fm exprimi possunt, inter quaulitatea 
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niilla locum habere potest aeqaatio quae substitueodo foiidiODiiiii fßff»*fm 
expressiones identica fiat. Si enim baberetur, ejus ope ona insuper varia- 
büiaui ar^^.1, a?^+, etc., veluti x^^, per quantitates ^ /i .... /«, ar„+2, 
^M+3 •••• ^M exprimi posset ideoqne propositis m + 1 qeqnatfonibus (f.) 
determinarentur m 4* 2 qaantitates x, x^ .... x„,^.i qaod fieri oequit. Vice 
versa si inter fuocUones a se iudepeiideutes f,fi .... f^ alqoe variabiles 
^»4u ^m+7 ••-• x„ nulla locuni habet aequatio qoae substitaendo fanctiouiim 
ff fif ••-' fm expressiones identica fit, ipsas Xy Xi .... x^ per qaantitates 

/> flf • • • . /„,, ^^m-^lf ^m-fl • • • • X„ 

exprimere licet. Vidimus enim S* pi**» si fit -f 1 aequationibas (1.) incognftae 
X, Xi .... x^ non deterininantor , oecessario eas incognitas ex aequationi- 
bas (1.) eliminari posse; unde prodiret aeqaatio iuter ipsas oo, eoi .... 00^, 

^m+O ^m^7 ••.. X„, Sive f,fi .... /m, ^m+l^ ^m+2 •••- ^n> qUOd SOppOS!- 

tioni factae contrariom est. 

Sequitur ex antecedentibas, si m + t functiones n -f* 1 variabiliuin 
a se independentes proponautur, uon modo nullam inter solas fonctiones illas 
aequationem locam habere , sed semper eliam e nomero n -f- 1 variabilium 
extare n — m, iuter qaas et functiones propositas uolla aeqaatio locam ha- 
beat, sive uon modo functionum propositarum iudependeniium nalla per re« 
liqaas functioues, sed ne per reliquas qaidem illas n — m variabiles exprimi 
poterit. Functiones m -|- 1 a se independentes per quas reliquasqne varia- 
biles totidem qaantitates x, x^ .... x^ exprimi possunt, secundum appeila- 
tionem supra propositam designare licet ut functiones variabiüum x, x^ .... 
x^ respectu a se independentes, quippe inter quas nulla aequatio locam 
habere potest ab ipsis illis variabilibus vacua. Functiones propositae va- 
riabiliam loco qoanim respecto independentes sunt pro variabilibus indepen- 
dentibus snmi atque ut tales iu aliis fuuctionibus introduci possunt, quod fit 
variabiles illas per ipsas functiones aliasque quas functiones invoivunt va- 
riabiles exprimendo. 

5. 

Propositis variabiliom Xj x,, .... x„ fuuctionibus totidem 

fß fl • . • . fnn 

formentor omniam differentialia partialia omnium variabiiinm respectu sumta, 
aode prodeaut (fi+1)^ qaantitates, 

Mi 

42* 




iS8 la. ao.i. u^^u, se 

Toeo Dä$rmfnm$ fimeüongU Td mag» diseriet DdennioaM ad fooetie* 
^^ fpft •••• fn variabiliom x, x^ .... x^ pertuieM ahre faactioaam /; /i 
•••«/» Detennioaiis variabiliam x^ Xi .... x^ req^Mta fonaataiiL Nam a 
ptora TariabiliiMi ayatenata nodo lioc modo Ühid pro ind^eadeoUbua an- 
mmtat^ aceiirate iodicandiim eai, qaanmi reapecto fudioMa difierentieBtOT 
Tel fonaetor Determioaoa faociionale. Si ana (antom babetor fonctiOi redit 
Determioaoa fuodiooale io Quotieotem differentialem faactioaaar 

lo geoere Deiermuiaotis gradoa (4^) idem mi alqoe foactionam 
noamna; qootiea vero fuDctiouum pri^ioailanim complorea ip^ia Tariabilibss 
aeqoaotor^ Dderminaufis gradus minaMur. SÜ ex. gr. 

fit Determinaao fauciiooale propoattamy 

OX OXg OXm 

SB omnea faoctionea propoaiiae mngiilae aiugiilia variabiliboa aequantor, De^ 
lermtnaaa propoailam in tmitatem abit Si foocfionea 

Ipaanim x^i^ x^j^^ ••••^m fonctionea qoaecuDqae soot, ipaaa x^ Xi .... x^ 
wm Iovolvente«s fit Defermioaoa propoaiium, 

Qoae oninia ex iia aeqauntor, qQaeiACoBmienlatione;9|ll#il€feraimaiil»fttfa'' 
t* 6* prabavi, dummodo ipaloa ^^ loco ponifur af. 

lo limioe qaaeationom de Determiuantibus raoctioualibQs se ofierr 
Propositio, foDOtionom n se noa indepeDdeatiom evaaeaoere Determinaua^ 
fuoctionea quarum Determinana evaoescat non esse a ae iodependeofes. 
Demonstremua primom fiiuciiouoin a se non independentiom evaneacere 
Delermioaaa. Sint /| ^ .••. f, non a ae independentea ita nt inter eaa 
looum babeat aeqaatioi 

n(/;/i ••••/:.) = 0t 



qn» {dentica fiat sulistitaeiido ipsig ffff.^f, ipaw Täridhffiiim dr, drA*...^« 
expressioBes qaibu nequntiir« AeqtuUkMiem anf ecedeotem «ogidaniiii Taria-* 
bflima reqiecla differentiaodo obünemiia boc aequationom wpikm^ 

Bf an \ a/. an . aA an 




• • • » 





ft a/ an. a/, an . a/. an 

Qm aefialtoBM haberl possanC pro systenuite aeqnaüommi lineariom inter 

an an an 

TT' ^TT* ^' 

ia i|ao tenaloi coaaüuites oiUlo aeqoaotar. De eimaadi ayatemate conatat 
(y*)i nni Ofluiea aimnl evaDcacant iocogaitaey eioa Determinana neceasario 

an 

avaoeaoere» QmurtiUAea antem '77'^^^ omiea aianil evaneaeere neqaeaii^ 

qaod idem foret ac si FI omnibm f, fg •••• fn careret^ ande ^piotiea fonetio* 
nm fp fi ••••/» a ae iodependentea noa aval fieri dabei, 

q* d* e» 

r. 

Pairile fmlbier eat demoaatntio ligerosa Propeaiiioaia iaveraaet 
qootiea evaaeacat Deterroinans, fbnetioDea nen a ae iadapeodeDtea esae. 
Qaaai Ra ademabo demoaaCrationera iit primen probeoii ai tbeorema antece* 
deaa de n fanotioaiboa propoaatom iuatimi ait, idem de n+l ftioctioniboa 
iraleie* Uade yalebit Propeaitio de qaoeonqae fincUeniim noaiero ubi de 
daabaa fimeüoaibaa coaiprebata erit 

Voceaioa 

eaprearieaea qoae in Detoraiiaante» 

ftff. «alttplicatae invealontor per 

Bf Bf Bf ^ 
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habentur aequationes identicae (6^): 



= -i^^+4^A.... +4^A 



2. 





Statoamoa Aiuctiooes /*m ^ • • • • /» a se iudependeates esse ; si enim non 
sant, lam locom habet , qnod demonstrata propomtor» fimctioties propositaa 
000 a 86 iodepeodeotes esse« Poteroot variabiliooi x, Xg....x^ oooieraa Hy 
veluti Xij X2 •'•• x^ per x ipsasque, ftf f^ .... /» exprimi ita ^ f ff% •••• f» 
ipsarum Xu Xi .... x^ respecto a se iodepeodeotes stot (r. % 4.)* Quas 
ipsarom Xi^Xi .... x^ expressiooes io fooetiooe f iotrodoceoda, ipsa f eva- 
dit fooetiO variabiliuDi, 

Xf fif fi .... fn* 

Differeotialia partialia harom variabiliooi respecto sooita oocis ioclodamos: fit 
porro si t quemconqoe indtcum 1, 2 .... n designat, 

Qaibns expressionibas subsütulis in (i.), expressiones resp. mnlUpIicaiae per 

(Jf\ (JL\ {Sf\ 

Va/,/' \dfj VTA/» 

■propter formalas (2.) identice evaneseont CJnde prodit foimula menonibilis, 

^. e± df, aA _ (^f\A 

vx axi dxn ^ v.x / 

sive 

Evaoesceule igi(ur Determioaiite ad laevam, evaoescere debet aot ( f ^ -) 

äot Determioaos, 

S-L ^A ^A ^A —, A 

X "5"^ — • "a — • • . • -sr-^ — as i9* 

Suppooioios proposituoi de o fooetionibos valere sive Determinaute n tooctio* 
oom evaoesceole fuoctiooes noo a ae iudepeodeotes esse. Uode eva« 
oeseeote Oeterminaote praecedeo(e A^ fuiiciiooes f%^fi .... fn ipsarooi oti, 
jT, . . • • ^« respecto ooo a ae iodepeodeotes foreot, quod soppositiooi faetae 
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contrariam est Evanescere igUor debet aller factor i^-^i» unde sequilor f 

per solas fu ft •••• fn absqoe variabili x expriini posse. Itaqoe functiones 
fjfi •••• fn nou a se iDdepeodentes eruut, q. e. d. 

Propositum poslqaam de n-f-l fiinctiouibas est demonstratam ubi de 
n fonetionibos valet, generalker valebit nbi de duabus fanetionibus compro- 
batom erit. Qood ita fif. Siot fj /\ ipsarum Xj Xi futictioues quarum De- 
termiiians evauescat ssve sit identica, 

GX dX| öx^ da: 

Est fi aut Constaos aut alteram certe variabilium veluti Xi luvolvit, Qude 
Xi per X et fi exprimi potest. Qua expressioue in f subsUluta fit, 

JL -. fJjL\ 4. (JjL\ ALl 



Qude 



ijL = (Jf).4lL 

d X V ö/j / dx^ 



=s 4L,1jL ^. ^fK =: (JL)JL., 

dx öx, ^Xj öx \ öx '* öx^ 

Alter factor -^^ noii evaneseit cam fi ipsam x^ implicare supponamus^ 
uode fit 9 

sivc fboctio /" per x et /\ expressa variabili x vaeat soliusque /l fauctio 
fit« Evictom igitur est, quoties ideulice sit, 

4L.ÄJL U_.AL^^ 

dx * öx^ öxj ' dx * 

aut esse f^ Constautem aut f ipsius /l fuiictioneuiy ideoqae functiones f, fi 
non independentes esse, q« d. e. 

E Propositione, fuuctionum non m se indepeudenfiom evanescere De- 
ferniinans, sequitur functiones quarum non evanescat Deterwinans a se in-. 
dependentee esse; e Propositione, functiones quarum evanescat Deterroinans 
non a se independentes esse, sequitur functionum a se independentium- non 
evanescere Determinans. 

Si una lantum baberetur functio, Propositiones antecedentibus pro- 
batae in hanc redirenl, functionem esse Constautem aut non esse Consta»- 
tem prout eius diOerenliale aut evanescat aut non evanescat. Vice ver^u 
anlecedentia docent, baue Propositionem ad systeroa functionum plurium 



TariabiUm extendi passe , m conditioni fuoctiooani esse Constanteni sobsti« 
tuUw conditio fonotiones a se ood iDdepeiideiiCea esse, diflbrenflali aotem 
rabatiioator Detomioaiia faaetioiiale. 

8. 

Desigoantibiia f, fi •••• fm variabfliooi »^ Si •••• »^ foMtfoMi a ae 
iadependeotea, ai propouitur boc ayatema aeqoatiouiini lioearioaiy 



d 

d 



i. 



aut boo 









earuoi aeqnationam resolatio aemper poaaibilia et deteminaia est« Qoippe 
secandum tbeoriam notam aequatiooom lioeariom tooi demum aooidit Qt 
aeqnationea linearea impossibilea aut ad determioaodas iocogaitaa iaaQf- 
ficientea evadant si earum Determioans evauescit (7 ^>. At aequattonuai (I.) 
aut (2.) Determioans, 

quoties fuuctioues f, fi •*•• fn a se independeules sunt, non evanescere 
S. pr. demonstravi. 

Ipsam resolutionem aequationum (1.) aut (8.) bac ratione ernioia». 
Cum fß fi •*•' fn a se iodependentes siot, ipsas x, x^ etc. per f, /[ etc. 
exprimere licet. Quibus expressioiiibus substitutis in aiia qnacunqoe ipsa* 
mal X, Xi etc. functioue (P, ea in fuuctionem ipsarum ^ f^ ^. abit. Eritque 
ipsius ^ differeotiale partiale quantitatis fj^ respectu sumtum, 

o ^y ^^ d(p dx 1^ 3 9 dx/^ , df dxm 
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Hinc ponendo (^ s=^ f prodif, prout k =^ i aut k » i diversns est : 

Si in ipsius j:*]^ ei^pre^stione per f, fy etc. exbibita .vub.v(i(aimus ipsarum /^ 
/I ctc* expressiones propositas, ea iüenUoe ipsi ;rA aeqaaiis fir, qua de re 
eam ipsios xi aut aüas variabilis xi respectu differeutiando naiicisciniur 
uniialeui aut fiiliilani, sive fit: m 

vx^ Bf . f5a^ Bf^ dx^ i)fn 

^ ^ üf • "ä^; + T/\- Tx, + 'Ff.'^ "dx, = ^ 

MQlliplicaiido (1.) respective per 

üxj^ dacj^ Bxk 

et addendo. iil aeqaatioiiam (5.) ope: 

D. r* -^^ s^—^g^ .... -f ^^^ *-.- 

Multiplicando (8.) respective per 

t*.r öar, 5.r„ 

"ä/T' "^r' — '^fi 

et addeudo, fit aequaliouuui (4.) ope : 

7. fi CS ~Bfi ^~dTi "" ^f 
Qoae forroulae bas soppedilant ProposiUones : 

I. Siut variabUium x, Xi . . . . «. fuucliones /> /*i ..../), a «e iDvicem 
independeutes, si propooitor hoc aeqaationara linearium systema, 

"aar****" a*. **' •••• + s'xn '^» — * 

dx ' öar^ * ' dXm * 

dar ^+ ax. ^' •••• + öa:« ^^ " '«' 

earom resointio semper ent possibilis et determiaata erontque ineogoi- 
tarum valores: 
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A 



- — Ö*- «^ ^*» . ^ ^*- . 



11. Sint yariabib'am t, oti .... Xn fnaetiones f, fi >••' fm a se iovicem 
independeutesy si proponitor boc aequationnm linearioa systema: 

earoRi resoluiio seniper est possibtlis et detemioata erunique incogiii- 
taram valores: 










Ex bis Propositionibus sequentia flaunl CoroUarta: 

HL Si variabilium x, Xi • • • » x^ foDCliooes ^ /i ••••/« ft se iodepen- 
dentea aiiiif, ex aeqaationibw, 

*« '^ T^ a»^ '^' • •• • + Tii^*^" ^ 



uecessario seqnitur 

r CS Oy Ti 5=5 0, . * . . r,j = (X 

IV. Si varialiiliiiüi jp^ x^ ..•. Xn fuDCtioaet /> fi •••* /]; a ae iNdepen- 
dentcj} sunt, ex aeqaationibusr^ 
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w -w- «j wi m 9 m * w r^ 



/i«+l£-'.-- + l^«.-°' 



'A 



iiecessario sequHnr 

/ =5 0, /| — 0, /« = 0. 

Si iu PropositioDG L aiit IL aequaliones lioeares et proposilas et 
resolutat accoraliuii iD»pieiinu5r. videmus alias ex aüis obtineri, iacoguitas r 
aut / com temiinis constantibus s aut u «rimalqae quofientes differentiales 

^— ^ cum qaotientibuis diflfereDtialibiis -^> commutaiido. Qnoi racilem mip- 

pedilat regulan pro eiosmodi aequatiouinn lioearium re^olutione. Siinal e 

* dx 

formulis praecedentibiui patet qoomodo quotientes diiTereoUales x-^ e quo- 

5/". . 
tientibua difTeroiitialibus *^— ^ oblineautur. CoIUiic etiiui formiilis praecedeo- 

(ibus cum iis quae per notoa algoritboias algebraicosr re^olutioni aequatio^ 
iiuDi lineariuDi iiilerviei^le» oblinentur, formalo Determinante 

— dx ^x^ PXn 

aequilur 

8. Ä.-t'»- » ^'^ 



aive aequalur R.-^-J^ Aggregalo lenninorum quod in Deleroiinaiite R per 
-J-^ muhiplicatum reperitur; uude ex. gr. fit, 

'• ^- 5/" ^^ dx,' bx^ ••'• ö:», • 

9. 

Adaotari poteat suecmcta difTerenlialiam parliaiittm Deierounantis 
fuaclioiialia expreasio quam per formulam (8.) ]$. pr. abünere licet. Pro- 
ponalur ipsum R diffar^iiUare quantitalis aliouius a respaciu quae mse unu 
rariabilium x, x^ etc. swe aUw (fuaecumfue quaniitas sit quam finicdoiic^ 

43^^ 
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f, f etc. implicant: fit 



dB .. flR 0^/] 






da ^ d fi c^a BoCf^ ^ 



dXf^ 



otriqoe i el A* sab signo !S tribotis valoribas omoibas 0, 1 , 2 • . . , n. For- 
mula praecedens per (8.) S* pr. in haoc abit : 

5« _ /12 ^'^* ^''^ 



da SaöXf^ df^^ 

fit antem 

S'fi dx B^fi dx, , d^fi dxn _ ^JV- 

dadx • dfi "*■ öaöOTj * B f^ '*'* "^ öaBx^'^BjT ~ ~^7~ ^ 

Qnde prodit formnla : 

4 dloeR da I da , Bm 

BR 
Itaqoe ad obtinendom -^'- ; expressionum propoBitarnm f, /; etc. quaeque 

fi ipaioa a respectu differentietur, difTerentiale per ipsiaa f, fi .... fn ex- 
primatur eaque expressio ipsius fi respectu difierentietiir : horum omiiium 

BR 

it 4* 1 difierentialiain Aggregatum aequabit ipsum -r — . 

In Comoientatione de Determinafitibtis g. 10. demonstravi, posito 

Ä-«^ f ' " J^"^ >f (0 B R 

= 2±a«ia2 •••• ö« j -^A = v-:7r> 

fieri 
Statnendo 

secunduB (8.) $. pr. fit» 






qood ^rnbsliiuendo et dividendo per A'" abit formula praecedena in baue: 



f • X t' .r , f. 



t/ r/i r/n* CXm+l C^Tm^-a CJTfl 

E^ bar for/nnla rcrmKfoiJOne indicum Mve ipsarum a^ rive ipsarum f pinri- 
mae üüar^ otwinmiur. 8i ponilur ay« =. «. Inoo rj(aio formula prodil, 
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finde eo casu abit (2.) io haue formolany 
eive 

8i Ulla habetur onios variabilia x fanctio f et vice ver^a x per /* exprimi- 
tur, ipsias x differentiale somtum ipsios f respecta valore reciproco gaodet 
diflerentialis fatictionia f ipsius x respecta sumlL Sioiiliter formola prae- 
oedeos docet, ai habeantür n + 1 variabiliom or, X( . • • • x^ (otidem functio- 
lies fffi .... f^ et vice versa x, Xi .... x^ per f, fi *•- • fn expriinantur, 
Uetermiuaos fooctionale ipsorom x, Xg .•.•x„j formatum ipsonim ftfi ••.*/)» 
respecto, gaudere valore reciproco Üeterminantis fuiictionalis ipsorum f, 
fi • • • • fn variabiliiuB x, Xi .... x» respecta formati. 

10. 

Autecedentia docent qaoniodo obtiueator Deteroiiuans fanctionale si 
ooD ipsae daotor fauctiouum expressiones explicilae sed vice versa varia* 
blies per fanctiones exhibitae dautur. Qaa quaestio redit iu geueraliorem 
iovenire Deterininans fanctionale si defiuiaiitar runeUones per aequatioiies, 
Inter fanctiones ipsas et variabilis propositas, sive si functioues iinpii- 
cite dantun 

Definiantar ipsaram x^ Xi .... x^ fanctiones f,f\ •... f^ per aequa- 
tiones seqaentes inter omnes illas 2 n -f- ^ qaantitates propositas, 

F = 0, Fl = 0, Fj « 0, .... F^ =:: 0. 

Sobstitaendo functionam f, fi ••••/» expressiones per x^ Xg .... x^ exhi- 
bitae, ex aequationibns illis prodeuntes, earuro aequationum quaeviv, 

F, = 0, 

ideulica evadit« Quam aeqaationem diflerentiando variabilis alicoias xi re- 
specta prodit 

Shtfuamas 



II J 



Bit porro 

a fl + «1 «1 . . . . + a» «;, = ^i 
erit e (I.): 

lam voro habetur fannula uota (13"^). 

2 + CC4C2 .•.. c« = S + aaiO, .... oC • 2 + aa^o^ .... «, 
uiule substiluendo (S.) et (3.) provenit, 

0/ Cfi Ö/« C« «X^ &Xg 

Quae fümiuki ««ppedUait valorevu Determinaiiliii fuuclioiialuf propMiti, 

Variabilis ^ foiictiooe aliqiia ^ defiuita per aequationem. 

F(/; ;r) =* 0, 

obtiuetur fuDCiiouis f diirerenliale^ variabilis x respectu wmtKm si ipsiuc /* 
difTereutfalia ipsaram f ei x respectu ^nmta aileroin per aitenim dividimtur 
vti 5«i«iiuiii negativum praefigrtur. Proraus simili modo, docet formul« (o.). 
\ anabiriQiii x, Xt ..« • x^ funotionibos /^ A •••• /« definitiv per aequafioite», 

F = 0, Fi = 0, F, = 0, 

(uiiclioiiiim A /i ..•• /i^ Determintfiis, vHriabilio.ii ;r^ ^r^..... jr» respeetam for- 
matuiiN aequari Uuotietiti duorviu i|Ksaruin F, F|, .•^. F^ Determinaiitiiun 
ipaaruni f, fi ••»" fn ^t ipsaruui ^, Xi • • . • x\ respectu formatoroin , signo 
^ aul — praefixo proot ipsaruiii f, fi etc. nainerus par aut impar est. 

E formula igeueraU (6.) secjuiüir ut CoroUariuiB formuia S. ur. üe- 
iiionstrala. Invenimuft: enini Propositioiiem, datis iiiter ipsa« x, Xg .... x^^ 

f, f, .... f, Heiiuatiouibas F = 0, F^^O, .... F„ = 0, ai /; /; /; 

per T9 0^1 .... x^ expraiiantur, fieri, 

^ , a/* a/i j5/, _ / .«4.1 — ffjc • ax, " " c*.r^ 

uiide secundum eanden Propositiooem si ar^ jr« . . . • a^„ per /^ /j 
exprioiaiitur fieri debet. 



• • • 
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ideoqae 

quod % pr. probavL 

SuppoaamQsi fand iooes f,fi *> •• fn noii immediale per ipüan varra- 
biles or^ Xi .... x„y 8ed per earum raiicttones, 

(p, <P,, (p, % 

expremas dari. Sit 



onde statoeudo, 

;•> — . «(i)^/^) j. «(0 ä:*> «- ^ « 



^t»> -* /.(••> ^/.^ -l_ /.^'^ /.'*> J_ /»(''^ V*) 



« -^A.^ + i^ ?.?L .... +i/i./_?, 



erit 



(1) _ ^fi 



Invenittiua in Commenlatione de Determinantlbus % i% aq;}., m p<^n% 

6. 2±cc;c; .... ci."^ = Ä.lS±a„a; a3.>-S±a„a; a|;^,}, 



abi siguuni jS^ pertinet ad cunetas combinaliones qaibas pro indicibus m, 
m' •... /a"^ smnantirr n+t divers! ex Ipsis Q, 1, 2 .... /r» Ex br» (ribua 
formulrjT (3«), (4.), (6.), anbatitoeudo elementiS; 

„(0 fl'*) u'.O 

differeniiulia partjalia (I.) et (9.), trea Propoaitiooea aequeutea flotuit: 
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Propositio I. 

Determiuans fanctionuni, qiiae omnes per miuorem functiouam iiu- 
meruiii expriini possunt, evaneacit. 

llaec Propobilio cum iis convenit qaae supra demonstravi ; qaoties enhn 
funcliones proposilas per miuorem aliarum quanlitalum Dumerum exprimere 
licet, functioues non sunt a se iuvicem iudependentes (g. 4.) 9 fonctionon 
auiero a se non indepeudeulium Determiuaus evane^icit (8.6.). 

Propositio IL 

Sint /; /i •... fn quautitatum (P, (P, ^„, ipsae ?), ^^ .... (f)^ 

quaulitatum x, x^ .... x^ funetiones, unde ipt^ae qaoque f, fi •••• fn 
pro quaulitatum x^ x^ .... x^ functionibua haberi possunt; quarani 
functiouum Determiuaus aequatur producto e Determiuante functionum 
fffi •••* A ipsarum (P^ (Pi ...• (p« respeelu atque Determiuante ftinctio- 
uum (P9 ^1 • • • • ^n ipsarum x, x^ .... x^ respecto formato sive fit, 

— dar öaTj dxn d(p dfpi d^n "" dx dx^ cjc„ 

Ilaec Propositio est prorsua aualoga eiy io quam proiis=L redit, desiguante 
f ipsiua y, y ipsiua J!r fuuctione, esse 

</jp dy ' </jp 

Neque formulae simplicitas miuuilur modo diflerentialibus Detenninantia fun« 
Mioualia substituantur. 

Propositio IIL 

Sint f,ff**fn fünctioues maioris nnuieri quautitatum, (P, (P^.... (p 
quae ipsae sunt variabilium x, x^ .... x^ fuuctjones { formetur pro- 
ductom duorum Delerminantium , 

^& «I. ''■• "•n " •••• 'i • äbä ^r —7^ • TT • • • • -R » 

cy dip^ d^n ^ dx öx^ . dxn^ 

omniaqoe similia pro quibusennque n+l e p-^-l functiouibos (pj/iP^... 
... (Pp*. omninm borom produetonua somiaa aequaturDetermiuanti fim- 
etionun /> ^ •••• f» ipsarum x, x^ .... Xn respectu formato, sive iU: 

2 + IlM .... |i^=Ä{2±|/.|^ .... |/-.2+|ie.|£i .... l9M 
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Haec Propositio analoga est hoic^ fiuietioiiis plarium qoaQlitatiiin differea- 
tiale obtioeri dtffereDtialia fonclioois siDgularum quaotitatuni respecta sumta 
respective per singulariiui quaotilatum differeDtialia maUiplicando omuiaqae 
producta addendo» 

Seqoitur e ProposUione IL baee ut CoroUarium, io qoa ipsius ^ 
loco elemeDtui» y posui: 

Propositio IV. 

Sint f, fi •••• fn quantilatom y, yi . • • • .y» foncliones » ei expri- 
muDtur com f^f^ •••• f, tarn y, yi .... y^ per alias qaantitates, 

erit 

2 + JLJA .... Ml 

2. Bf df^ dfn Sos * dx^ '*** d »n 

T" K • ""A • • • • ?> S55 #\ — 5 *\ « 

CX €7X| C/Xü 

Haec Propositio huic respoiidet, io expressione ^ periude esse quaenam 

variabilis sit cuius respecto difierentietar, sive expressa et f et y per aliam 
qaamlibet variabilem x, fierl 

dy dy ' 

da: 

Si in Proposilione IV. potiilor f=zx, fi^ x^ .... f^szx^y rediinus iu 
forinulam (3.) $• 9. 

IS. 

E Propositiouibas $• pr* (radilis aliae quaedam flouot aduotatu diguae» 
In Propositione II. S* pr* ponamus, 

(P = X, (p, = ^1, .... ^^ =5 ;r^, 

decundam $. 5. fit, 

2, d(p d(pi dtpn ^^ ^ I öym-M ^ym-».2 dg>H 

Uflde docet Prop. II., si in Determinante functionali, 

ipsarom x^j^i , ^r^^^ • • . • j?» loco aliae ipsamm x^ x^ .... x^ fanctiones, 
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pro variabilibus independentibns introdocantory fieri 




T #j • "5"^ — • • • • #\ • ^ '" • 5"^ • • • • In • ^5r «V — • ^ • • • • "5 • 



Hinc si unios tantom variabilis x^ looo alia variabilifl ^ introdacttar, fit, 

ex 0X2 CXji C^n CX OXg VXn^i Vfp 

Si iosaper in formola (1.) ponitnr, 
fit secondum 8. 5., 

OX OX^ CXm €7(pm-\'l Oipm'^7 O g>n CfX CX^ OX^ 

Unde aeqoitur Propositio prae ceteris memorabilis DeteminaDs fanctionale 

^'X ;i-. • ;j^ •••• n^ 

OX OX^ OXm 

si in fimctionibos f, fi •••• fm variabiliom x^^i , x^^^ •••• ^m loco ipsae 
fm^u fm^ **•* fn introdocantttr, fieri 

3 ^ + JJL IL, 5A _ 

O« ^ T k ^ »^^ •••• -^ SSS 

OX OX^ dXn 

S, a/ a/, a/m ^ , ^Ail ^ A+2 af. 

Qua in formola tenendom est, dooram Determinantiam in sc doctorom prius 
ipsaraoi x, Xi .... x^j f^^^, f^^^ .... f^ respecto rormatom esse, in poste* 
riore ipsas f„,^^ , f^^^ •*•• fn pro Yariabiiiom x, x^ .... x^ fonctionibiis 
haberi. E formola praecedente pro mssO seqoitor, 

*• ^^dx'dx, •••• a^ ™ Vä^/^± ax, -"^ir •••• aiT^ 

in qua nncis ionoitor ipsam f pro ipsanim f^ Xi, x^.... x^ fonctione haberi. 
Hanc forauiam iam sopra $• 7. demonstravi. 

Datis ipsanim x, x^ .... x^ fonctiouibos ^«-1-1 9 ^«^» .... p^^ hI 

exprimontor ar^^, j?«+, .... ar, per ar, a?i x^j (p.^.|, (p^, .... (p^^ 

fit secondom $. 9. (3.) : 

"v 4- a ym-fi ajpm-H ay» ^^ 1 

ax,^l'aX».+2 ' " dXn ^ 1 aXw,^-l dXm^ dXn 

Oipm-^l^dipw^t *"* dfpm 

Qoa in formola in formaudis DetermiBantibos fimctionalibos habeotor qiiaa*- 
titates Xj X| .... x^ pro Constantibos. Sobsätuendo formolam praeceden- 
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tem in (l.)» sequitar, si ipsanmi x, Xi .... x^ fanctiones f,fi ••••/]. nee 

non ipsiie ^«^m x,^^ .... x« exprimantor per 

X, Xi .... 0?«, (P», ^«4.1 .... (p,, 
fieri, 

• Ä j1 -"5"^ • "5"^ — .••• -5-* — ^* ^ 3 — — »^ ■' ' * 

46 ^r »^ • ^ •••• K 

Porro e (3.) seqoitur, si exprimantor 
per quantitates 

Xß Xi • • • • d?|,, ^iH-lt fm^7 • • • • /•> 

fieri 

g ^ ^ df dfi ^^^ dfn j^ dx * gx^ * dxm 

• "" Ö* d/j *"" dXm ^^^^m^l BXm ^% dXn 

Fornmlae (6.) (6.) etiam e Prep. tO. S. pr. dedoeontnr, ipsis y^ Xi • • • • y« 
aobstitoendo x, x^ .... x^, ipsis aiitem x^^g^ x,^^ .... x^ sobstitaendo 

13. 

Ponamas, ipsaram x, Xi . .. . x^ functiones f,fi . ... f^ determinari 
n + in+l aeqoationibos iuler qaasititates Hlas x, x^ .... x^^ fp fi ••••fn 
aliasqae qoantitates, 

propositas, 

F = 0, F, = 0, F^^ = 0, 

ac quaeratar rursos Determinans runetionaie, 

^ i "5tr • 5~;r • • • • jl • 

ex c/X| ex« 

Bx aeqoationibus , 

ipsaram ^„^i, f„^i •••• fn^m petamas valores eosqae in fenctionibos F, 
Fg .... F^ substkuamos, erant F =. 0, F^ s .... F„ ts aeqnationes 
inter solas quantitate« 

X ^ Xi .. . . X^p l9 fl • • •• fn* 

Quanrai aeqoatioQum ope determinatis ipsaram x, Xi .... x^ funetiouibos 

/;/;---A» fite (5.) §. 10.: 

44* 



FraetioDis ad dextnun cum namentorem tum denomiiiatorem mulliplioe* 
■08 per 



n 



etü Mcmidatt (3.) g. pr. 

31 ~~U^ • "im — • • • • ■5*3; • Ä jl ^> • 5"^ • • • • -Try ^ 

CX CXj OX« ^1^\ ^#»+« Ofn-^m 

^ m_ S F oFm C Pn^m 

«^pudern in laeva parte aequatiomuii praecedentiom ipaaa F, Fg .... F^^^ 
raraua pro onrnium /, /l ••••/i»^«^ ^9 ^i •••• ^« fanctiouibus habemaa 
qoalea propoaitae aooL Sabslitaeudo formalas praecedeates in (1.)^ prodtt 
exprewio qaaeaila^ 

^ Bx öxj 3xi 

3 4. BF BP g 8 Pn B Pn^l BPn^l ^Fin|-jh 

/ V-f' 3x ' Bx^ * ** 0X1, Bfn^l Bfn^2 B fn^m 

Qoae docet formula qaomodo inveniatar Determinana (iiucUouum qoae qao« 
cunqne niodo implicito daiitar. 

Si delermiiiatur nuios variabilis x fnnctio f per m -f» 1 aeqaatiooes 
inter qoaulilates x, f, f^ •*•• fm proposita^i 

F SS 0, Fl S5 0, . . . • F« Ä 0^ 

fit 

, . aF ÖF, BP^ BP^ 

, ^ ^-^^ TfT' gA ' '' Tat 

dx ~ r7"^F~öF~öF» ö'^"»* 

Qoam formolam si cum geoerali (2.) cooiparaa^ et hie vides perfectam lo* 
com habere analogiam inter difierentiale primom fnnetionis onioa variabüis 
atque Determinans systematia functionem phiriam variabilioBu 
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14. 



tlemonsirabo lan PropositiOBeoi, quae prae oeteria memorabilis atque 
iüttcta rorinula (8.) %. pr. ipsis DetermiiiaDtibas functionalibos ioveoiendis 
coBBioda est. Ponamus enim inter piontUates t, x^ .... s^ data$ esse 
totUem 0equaÜones, 

■ 

m quibus a, Oi etc. smt Constantes: £eo Determinans 

■s.±U.U^ .... 1^ 

non mutate vahrem si functianes f,fi ••*• fn varias subemU rniUathnes 
qmales per aequatianes proposilas suHre passunt, ita tarnen Mi fimethni 
aUcm fi transmufandae non ipsa udhibeatur aeguath /} ss oi» 

Sudficit Proposilionem praecedeoUm pro casa demoostrare qao ans 
lantam fanctio f motatioaeoi aiibeat per aeqoatioiies inter ipsas x,Xg....x^ 
propositaa^ 

Propositio enim pro nna fnnclione demonatrata nbi anccesaive sin* 
gnlis fuuctionibas f^ fi •••• f^ applicatur, proposUnm demonstratam erit pro 
caso generali qao per aeqoaUonea propositas aininl omnea fnnctiones f, f^ 
• *••/; mutantor. 

Ponamos igilnr per aeqnationea, 

fieri 

probandum est per easdem aeqnationes fieri^ 

ex GX^ CXf C7Xj« OX C7X| OX^ CX« 

Functio ((> praeter variabiies x, x^ .... x^ implicabit Constantes ai^ Ot 
.... a« ita nt pro ipsis ai, os, .••• a« restitoendo fimctiones /^^ /^ ••••/» 
ipsa (P identice redeat in fonctionem propoattam f. Hine per aeqnationes 
(I.) locnm habebnnt aeqnationes^ 

df _ g» I dtp dft , a» a/; ^ a» a/n 
a/ _. dtp , gy (9A , a» aA ^^^^ ■ g» ^ ^a 

öx, dxj ' da^ * öx, ' d«t "vx/ **** • da» * dx, 

dxn öx» • 3«, * Öxä • da^ * ^*» **** ' "5iu ' dx» 



• • • • 
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Quibufii substitotis in DetenDinante 
seqaentem eraimos expressionem, 

s+ 99 .sjL.AtiL .... ^A t f y s^- ^f« ^ ^/» , fA _, ^A 

— dx dxx * ö^i •• • • ^^^ "^ oo/ dx * dxi *ox^ ** * dxn 

I ^y -g+ 9ft df\ df^ dfn 

CCVj ex CX| <7Xj| CXm 

i ^y y+ ^A ^A ^A ^A 

0€tn OX QX^ CX^ CX« 

A( DetermioaDtia siiigola io siogulos fiictores, 

du^ ' 3a, ' • • • • da^ 

dncta identice evanescaat, onde fit 

ex CX^ ex, CXm CX €7X£ dX, CX« 

Nimirom si iu differentialibtus, 

dx ^' öxj ' • • • • dx^ 

pro ipsis aij o, ...• a, restitnni fonctiones fu ft *••• A» Determiaaiis ad 
dextram identice io Determinai» ad laeTam redit 

Si per aequationes, 

(P SS a, /, SS Oat /j = Oj /;, «B a. 

fit 

A = <Pir 

eodeni modo probas fieri, 

S + ^^ ^'^^ ^A ^^^ ^A -s 2+ ^^ ^yi ^A ^ ^A 

— 3x * dxj * 3x, * * * ' öx« "" dx * dxi * dx, * * * * öap^ ' 

Qode etiam 
^ + AL.4fjL.4JL .... ^A — 2±-^.-^-^-4^ .... ^^- 

"~ CX CX, CX, cxji CX öxj * CX, •••• 3x« 

Sic pergenda seqoitQr generaliter, si per aeqQatiooes, 

f s^ aj /^ SS tti, .... /i_i = Oj.^, fi^i Ä= Of^i, ,... ^ CS a^ 
fiat 

per aequatione«, 

/* =* Ä> A =^ ^u .... fn ^s a^^ 
fore 

jt « j- ^/ ^A 3 A ^-. V j- ^y ^Vt dflp« 
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Nimiram restituendo in omnibos 

pro Coostantibos o^ ai, c^ •••• a^, funcliones f, fu fi •••• fnj Determiiiaii» 
fanctionale alterain in altemm identice 



15. " 

Sit nomeras variabiliom qoas fiiactiones f,fi •••• fn iavolvfint maior 
nnmero faactiouam: fouctioaea illae si a ae dou iodepeodentes sunt, qoa- 
ramque n +1 variabilium illaroic respecta uou a ae iadependentes erant. 
Scilicet aequalio quae ioter eaa lecom habet omuino nollam praeterea varia- 
bilem involvena, saoe etiam quibnaque n-f-l illaram variabiliam vacabit. 
Qua de re e Propositione §• 6. sqq. probata sequitar, ai variabiliiim x, Xi 
.... x„^m ruucliouea f, fi •••.fn uou a se iuvicem sint indepeodentes, omuia 
earam evaneacere Determinantia fomata qoaromcouqoe n-f*! eii-f*0>+l 
variabilibus x, Xi .... x^^^ reapectu. Et vice versa locom habet Propo- 
aitio, bis omuibus evauesceDtibas Determioantibas, funcliones propositas a 
se iuvjcem noo iadependentes esse sive inter eas aequatiouem locum habere 
ab omnibos n + m+l variabtiibns x, x^ .... x^^^ vacoam* Quae ut 
demonstretnr Proposilio probemns rorsos si de n fanctionibos valeat eaudem 
de n+l fnnctiooibua instam esse; quod sofScit ad Propositioneni genera- 
liter demoustrandam qoia pro wm fuuctione constat. Nam pro ona qnidem 
fanctione haec evadit variabiliom x, x^ ... . x^^^ runctiooem f esse Con- 
stanten si eins differentialia partialia, 

d£ ^f_ df 



ex dx^ d Xn^m 

concta evanescant. 

Pouamos functiones fj fi . . • • f^^i a se invicem iadependentes esse; 
nam ai ftinctiones f,fi .... f».i nou a se iuvicem independeutes forent iam 
locofli haberet qaod demonstrandum proponitar. Cum propositum pro n 
fnnctionibos instom snpponator uou evauescere possunt singnia functionum 
A fi • • • • /ii-i Determinantia quae formari possunt n variabilium e numero 
ipsanuB x^ Xi .... d?,^^ respectu ; alioquin enim secundum Propositionem 
illam fonctiones f,fi .... fn^t non a se independeutes foreut. Sit 

"" ijX VX^ CXn^mi 
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Deteminaiis noD eraneseeD«; eliganm ex omnibiis fnaetioDooi ^ /l ••••/» 
De<emiiuuitibii9 ea io quibas ipsae ;r, jp^ . • • • x„.| inter n + 1 qaaotHates 
•ottt qianmi respeeto Detenniaans fanolionale formator^ hoc est DeteriniQaii(i% 




"^dx ooe^ cxn^i dx^2 cor öx, cx«.i dXjHf.« ^ 

IpsanuD ^t ^1 ••** ^t-i loco ipaas f, fi •••• f^x ot Tariabilea iodepea- 
Gentes io fboclione /« iolrodacamuay secaodaia ea quae S* 7. demonatravi, 
abeaat determinaiitia aalecedeatia iu expreasiouea, 

«bi oneia inooo fanetionem dtferentiaadam per ipaaa 

expreaaan ease. Hia aateai expreaaaeaiboa eTaoeacestibaa, cuai B nou 
evaaeaeat» Ceri debet, 

Sfn /> ^fn ^ /^ ^t- — n 



«ade ^ oolaa fffi •••• f^i iaiplicabit ideoqoe fttuetioaea f, ff^^fn uon a 
ae iodepeadeatea eraat, q. d. e. 

DeaKHiairaviaias aateeedealibos, evaneacentibaasM-f-l Detenaioaatibus 



i'öx'-dx. •••• dar.., 'dx, ' ^±^-a^ '— ?^~i-öx,^..' ••• 
ex dx^ dx,-i dxM^i» ' 

oeque aimiil evanedcente Determiaaute B aive 

2 + J/- i/-'- ii!=L 

ö« dx^ dXit^i ^ 

fore f« ipsarom f, fi .... /Ui foQc(ioDeai. At ai /*« ipsaroai f, fi ••. ^ fi. 
faactio est, iaitio buius S' vidimas evaaescere fuactioaaai f,fg •-••/» De* 
lermioaiitia formaia qoaramcuaque n + 1 e quautitatibas x^ x^ • • • • jr^.» re* 
specto. Quorum Deteriniaautium oQuierus est, 

1.2".3 (n+l) ~ 1.2.3 .... (m+1) 

Quae igitur oinaia evanescere debeat simulac illa m-f-l Determiaaatia eva- 
uescuat, siquideai ipsum nou evaoescit Detenaieaas B. 
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16. 

Qoo melins perspiciatar nexos qai inter Detenniiiantia illa* 

1.2.3 .... (i,4.m41) 

iufercedit qoae evanescere debeat omnia auiialatqiie certa m+l ex eorom 
namero evauescoot, formolaa seqaentea adiicio. 

Fingamas novas ipsarum x, Xi •••• x^^^n fonctiones arbitrarias, 
ac poDamus, 

I • ^ j1 "~5 • "5 • • • • "^ • #v — ~" •■■• "A • 

Qua lu formula otriqae indici i et k competaot valores, 

O9 1^ 2 • • • . Ol« 
Variabiliom x^ Xi .... x^^i loco introdacendo f^ fi • • • • /n.i 9 vidimua 
S. pr. fieri, 

siqaidem rarsus 

3^-2 + 4^.4^ .... 1^. 

Sequilar e (2.): 

2±»»;k .... »!.-' = »^2±{7^)Ö •••• (^)- 

At e formula (3.) S* it. mutatis motaDdia seqoitor, 

j^ "TTT" • irtr" •••• "st; — ** 

C/4P ose. f* -^aJ m 

s hf^^'Vf^^"*'^ .... (Mt- ^ . 2 + 4L . 1^ .... lZs=L 

•*- \3ap»/*V dx,^.! / '"* Vö«»+«/* -^ öx *5«, **" dxa_.i * 

oode fit» 

8. 2 + **i....fti:' = irs±4^.JL. .... ^L±!-. 

Cttia9 formulae in qoaeationibua de Determinantiboa freqoeos usus est. 
Ponamus 

'^^ -" öär ' dX| **** d«».i * dxiK|.i* dx»^i •••* dx»«i ' 

seu prodeat — ßi^ e DetemÜDaate 

-^ 2: -jrr- • TTiT' •••• "art: — 

OX VXg OXt^mg 

differeotialibufl ipaius Xi reapecto mmiia differentialia ipaioa Xn^i respectu 
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ramta subflUtiieiido} erit ß^^ Aggregatom terminoniiii qui ia expressioiie bf per 

nmltiplicaiitiir. Dnde aeqoiior Aggregatam qood in Determiaante, 
»iiUiplieatiir per dfnj£^ df^ 

dx dxg **** dxm ' 



At Aggr^atam (ennioontti qai in Deteraiiiuuife, 

^^■^F'^^T •••• d- ~ 



^ ^ C/^m-fl C^X»i^-2 C7Xn4.pK dX dXm 

per eondeB factorem, 



5- — • ""^ — • • • • —"5 
X OXg C/XjM 



» 



oralUplieantory est 

(— -li ^ ^' Ä JL 3 • li •••• -5-*- • 

OXm^X OXm^ vX^m 

Uode (ermiBoap per ractörem iltum moUipIiealos inter se eooferendo, naa- 
ciacimipr e (S.): 

Habemua igttiir haue PropMJtioeeai: 
E Delermioante, 

ex OXg OXn.^ 

dedacaator (m-f 1)^ alia Determiaaiitia, uoi cuifibet diflbrentialiiini ipsa* 
mm x,x^.*..x^ respecta samloram frubslttaeudo soccessive differenfiaNa 
ipraram 

respecto aamta; illaroBi (m+0^ qaaotitalam Defenbiiiaus aequator ex- 
pressioai, 

<^) Sigrum ( — l)''t'"+») deteniiinatur eonsiderfttieno, commutaodo 0, I, 2 p üi 

'1 i+^i * * - * Pf ^> 1 * " - ^ — ^9 Permulationefn esse pomtivam si p par sit; porro ai p 

iuipari esse PemuUtionem t i-^-i .... p, 0^ 1 i— 1 positivam aut oegaUvam 

prnil i pAT aol iniptr frit. Unde generaUter Iwec posteriar Penmilatio posümi aot ne- 
gativa eaty proat ip esi par aut inipar. V. Uoni. de Determ^ 
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Aequiparemii8 in formula (S.) tennioos in factorem, 

-^ •— 5 • • • • "VT* 

ductos. In expressione 

fit Aggregatum lermiDonim per 
multiplicatoram, 

T^ ~g • #\ ' ' • • • • '*v • "-5 — ' • *% • • • • #\ ■— ' Ol • 

OX C7X^ CXj.2 OXn^l O Xi O Xn^l 

üade in iaeva parte formolae (S.) fit Aggregatum termiDoram per factorem 
propositqm multiplicatonun, 

In Determinante, 

2 + ^L PL i/=±!i =. 

ex« C7X,n+l Ofn^m CX OX^ OXm^i 

fit Aggregatum terminorum per eandem factorem molüplieatorum, 

^ ' * ÖXj„ *dXm4.i **** 5Xit+in* 

Unde e (8.)) terminos per 

5A-H ^A+? ÖfnA-m 

i ~~ • »V • • • • "R — — — 

ex OX| CX|||«.i 

moltiplicatos loter se comparando prodif: 
Eodem modo obtinetor generaliter, 

6. ^±bh\ .... C?Äß;+, .... ßi:""^ = 

— d^v-H-i cxm^,%f2 c;x,j+M 

qua in formula signo ± aubstituendum est aut ( — 1 )•('"■♦») aut ( — !)'«('»+*), 
proiit j par aut iinpar est 

Determinantia m-f 1> ^tiae S*pn evanesccre suppoMi, secundmn no- 
tatioaem hie adhibitam annt, 

Singnli termini DeterminantiSt 

45* 



12. a4kI.Jmm%H^ ie 

^puMUänm nmm MdtiplieaBtar, 

QMotitates ßiP ideoqae etiam CMtorw K diCBmtuUibw fimcÜMi« f^ 
afficmBtor; porro ex omnibiis h^ hg .... h^ oniGmi h^ eoati* 
£fer6ntiale 

iifse per B miltiplicafm. Uode in Detenuoante aotecedeole Aggref^v» 
lenmonm per a ^' omltiplicatorm fit /^0. 

Hiae iribi pcoimosy 

^X a,^ # ^ ^ •••• "a~^ — *=* f' 5"^ + f*i ' zT"^ — •••• + P^ "S"""* — » 

-^ a«» ddPsH^i dJr».^» ^ €^n ^ vscn^x ■ »^ a«<KH» 

dterigsante fi» Aggregatum tenBinorm in Determinante praeeetieBte per 
j-^ andtipUcatoram, aeqnitor e (6.)« 

Ufeooae 

Y«riabilM qaanui respect« fonMliir OelenMuuu^ 

^ T Ji "^ • -3 — • • • • ~x — ■ f 

aaat fli — ai ex ipaia x^ x^ .... ^m^i^ pro qoibna 000» ipaaa 

ae praeierea ai+1 novae variabiles 

Si aissn^ Tariabilea qnamni respeetn Determinaua ad dexiram formatiir 
annt novae 

forarala (7.) docet qnomodo e functionnBi f^f^ •••• fm Detenalnaati-* 
r^ peridoneoa fiM^orea mnit i plicati fl et additia proveauit eannden 
Detoraunana guarumcunqtfe variabilinm re^ectn fornatnai al 
nltiplicatnm. Hiue bene patet^ qood §. pr. demonatravi, 1 
oamiboa h^ eraneacenUbna ne^e ipso B eTaneaoente^ aiainl eoneta 
tenainantia eraneeoant* 



In iextn parte aeqnaticm» (7*) ornniuo bod iosaoC diflbi 

dfn dfn df, 

dx ^ dx^ t •••• Qx^_^ ♦ 

qnae etiam quantitates {Li dod affidont, aed omoea qaantitates b^ h^ .... b^. 
lu ipso Determinante« 

dx dXg dXn^i dXu'^'k 

eat Aggregatom terminomoi per -^^ mniliplicatoranif 

ünde e (7.) faaec fluit Propoaitio: 

^** fik fanetionnm f, /!•«•• /!^-i Determinana qnod in Determinantei 

OXm OXm-^l OXm^ 

per g--^ mnltiplicator, obi »^n^ erit. 



+ MiS±-5 



dx. 




Bf d 



Si nassii^ in bac aeqoalione identica bina fnnctionuni f, fi ••••^.i Deter« 
minantia in se dacta ita inter ae comparata annt ut altemm formetnr ipsa* 
rum x^j Xn^i .... x^M reapectn una ommissa, alteram formetnr bnioa ommia* 
sae atqne aliarnm Tariabilium ^19 ar, ...• x^i respectn. 

17. 

In formnlia (!•) et (8.) §• pr. ponamus nss t, aeqnitnr ponendo 

-^dx cxk^i ^ dx ^ 

fieri 

OX CfJPj OX^^i 

Ponamnaeasex ipaarnm x^j X2**^*x^ fbnctionem detemünatam aeqoatione, 

erit 

df . Bf dx ^ 
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m 

ideoqne 

l^ SS ^f ^fn -i df ^ 8/Wi jj^ df fdfi+i , dfi^ i dx I 

Si UDcifl ionnimiis, m fanctione differeiUianda ipsios x spbslUalum esse ^a- 
lorem per x^^ x^ •••• Xn exbibitum, erit 

Hiuc dividendo per B^ sequitor e (3.), obi simul m -f* 1 xs it ponitur, 

»• ^=±(a(^) ••■• (^■) = =±Ä-^ •••• ^- 

erit secaiidoiD (3.) 



A 




uiide eraitor formoU memorabiliii, 
vbi 

^«,«±#»..4^ .... #-, 

ipsaque A^ e A prodeunt difierenlialibas, Ipsius Xi^ res^iecto somtay differeti- 
tialia ipsius x respecto sumta subsfitueodo. Formula(6.) ioter egregia in- 
venta iilostrissimi hagrang^ consetur« 

Ut e foriiiiila (S.) dedaceretnr (6«)« observo, doo necessarium Tuisse 
iit sicoti feci pooeretnr aeqaatio /*=^ 0, Nam com iu aeqoatioue iden- 
(ica (8.) ipsa f quaecauque sit fanctio, pro ipsis quoque, 

IJL 

dxk^i 

in formula (8.) quaDtitates arbilrarias pooere licet ideoqoe etiam qnaiiii- 

dx 

tates -5- 
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PooamQflr 



Sequilar e (1.) et (2.), poueodoi 
fieri 

Qoa in fonnula cum ipM a^^ qnandtates qoaseuaqoe desigiiare 
nanitis 

tlesiguanlibod u, ti| •... i/„ qaascuuque variabilium 
fanctioue«: erit 






*»+l 



Hinc pooeado mraaa m-^l se^n, aappeditat fomala {6.) Propaaitioaeoi^ 
desigDaaübus u^ ti| .••• u^ ipsanini or^, x^ w^ funotionea, pOaeodo 

fieri 

Ipsia UfUi .... Hn subatitaendo ^tr^ tVg .... tu„^ deaigaaote tel ipaa fuoctio- 
uem quamcanqoe , uoa Diotabaator Vu r, • • • • r«. Uade doeet Propoailio 
praecedeaa, poiieado tu, tUg etc* ipsaroai u, «i etc. loco, Determinans 

^5^ 4.M Ulli. ^<^« ^"'t 

aliaia uon sabire mutatioDem 0191 qaod per fiM^Ofem t^^ moltipliceter) pror- 
808 ac si / Consrtans esset. Qaod iam oUm alia occaasiooe adootavL 



1& 

Batioae simplicissima exbibetor Deterarfnaiia fimdieoale, qoia ad oni- 
eom termiBom revocator, ai foDctionibos in certom ordinem dispoiitisy qaae- 
qae io sabseqoeotibas onios variabilis iadependentis loco iDtro4«eator. Qood 
coaveBH cem elionaadone saeceasiva, qoa ploriam aeqaatioonm systema ita 
praeparator» ot saccessive e singolis aeqoaiioDibas slBgolarms iocogoUaroai 
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Yalorea petere liceat SU ex. gr. inter incogoitaa x, x^ .... x^ data» 
aeqoatioDooi ajslemay 

f ^s a^ fi SS aif • • . . /^ SS o^; 

e prima aeqoatione ipaiua x valor per reliqnaa incognitaa Xi, x^ etc. ex- 
liibeatar atque iu reliqois aequaüonibos sobatitoatory deinde e aecouda 
aeqaatione, quae iam inter solaa x^ x^ .... x^ erit, petator ipaioa x^ yalor 
per 0^2, ar, etc. exhibitoa atqoe in reliqaia aeqaationibaa aubsUtuatar et ita 
porro. £a ratione aeqnatiomim praecedeDfioin systema ita praeparalcr nt 
f^ aolam a?,; /».i solaa a?,, it„.ij ^^ solaa x^^ a?«_^, a?««^ etc implicat 
Unde oUima aequalione ipaa ar» determinatur ; eiva valore m paeoultima 
aeqoatione aobstituto, ea aolam x^^i implicabit ideoque ipsioa a?„^ valorem 
snppeditat, et ita porro. Aeqoatiooibna dicto modo praeparatb^ fbnctio fi 
praeter ipsas, 

^i» ^*+l • • • • Xn^ 

adhoc implicabit qoaatitates 

Ay Ol • • • • Ai^i* 

Pro qnibos qoantifatiboa restitoeado ipaaa f,fi .... fi^^^ fit fi ipaamn 

ff /l> • • • • /i-l» a?i, ^i\Xy • • • • Xf^ 

funetio; qnod indicabo ipaios fi loco scribendo; 

fikff fi> • • • • /i-l> ^iy ^1+1» • • • • X^ 

Difierentialia partialia aotem ipaioa fi per Ulas qoantitatea exhibitae oncia 
inclodam ot diatingoantor a differenlialiboa eioadem fbnctionia per quantita- 
tes a?, a?i . . . . :r„ exhibita. 

Hia po8iti8, dabontor /^ /l • • * • /n ot ipaarum x, Xi .... x^ fouctio- 
uea per hoc aeqoationem ayatema: 

« F SS f —f(x, X, .... x^) 
SS Fl =fi—fi{ff a?i, a?a .••. Xn) 
« Fa = /"a — /; (/", /;, Xty a?, • • • . a?„) 



« F, s=.f,—f,{f,f, ..-./i^i, a?,), 
qoae sunt aeqoalionea n+l iuter variabilea, 

Xß X^ . , . . X„j /i /i • • • • /« J* 



*) Idem Signum /l, pro variabili ei fiinclione mmiom, ambiguum non erii quia 
funciionali signo acüea quaniitaies quas funcüo involvit 
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Secandom (5.) $. iO. fit: 

w . OP O Pj dPn 

E fonetionibus F, Ft . . . . f*, onica F, ipsam /^ ioToIvit, unde omnibus 

dP BP, dP^t 

evanescentibos, fit 

- . öF aF, aF„ _ /^ . 5F aF, aF,.i \ dF, 

Ex omoibos F, F^ .... Fn_i onica F,.i ipsam f^i inplicat oode fit 
^. BP BP, aF,_, ^ f^.BP BP, BPn-i\ 8Pj,.t 

ideoqae 
^. BP BP, BPn ^ (^4, BP BP, 8P^\ BF^t BP, 

^^Tf'Wi ~^ \^^w^f7*"'Tfz^}'Bfz::'jj:' 

Sic pergendo tandem pervenitor ad fonnalani, 

^, BP BF, BPn BP BP, BPn 

Et com Sit, 

BP _ BP, BPn . 

prodit 

Porro cum ex omoibas F, Fi .... F^ ouica F ipsam x; ex omuibus F^, 
F2 . . • • F„ unica Fi ipsam ar^ etc. involvat, simiii ratione obtieetur, 
^ . dP ÖF, dPn _ aF gF, aF, 



Fit aQtem 



^^* ^ ^ a/i\ 



uode 

S+ öF ÖF, ÖF„ _ rlY^(M^ (AL\ (Afl) 

Forroalis (2.) et (3.) sabstitutis io (1.) prodit formula memorabilis, 

•^ S X ' dxg ' **' öx„ \ dx f\ dx^ / ' ' V öxn / 

Guios aequatioois ia laeva parte fuuctiooes fi per x, Xi .... x^ exbibitae 
fiDgontar, in dextra parte fuoctio /• per f^fi .... fi^i^ x^ Xi^i .... x^ ex- 
pressa supponitar. 
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19. 

Theoremate $• pr. demonstrato nituntar formalae generales qaae pro 
transformatione iDtegraliom multipliciiiiii circuinreraDtar. Proponator inte- 
grale multiplex, 

obi U ipsarum f, fi ••••/« data fonctio est : integratio ita modo maximo 
generali iostiluitw at 'soecesaive onii» Tftriabilis reapectu iotegraodo, reli- 
qaae variabilea pro €onstantibus babeautor ita ot limites qnoqoe iotegra- 
tionia barom variabilium fouctiooes sinL Veluti primam ipsius f^ respeelu 
iotegrando limites ipaarom fjfi • • • • f„^i fuctioDes erunt ; integrale in veu- 
tum itemm ipsiua /^i respecto integrabitor erontque limites ipsarum f, f^ 
'••• fn^2 funetiones et ita porro usque dum iutegraliones omnes trausactae 
sunt. De illis integralibus multiplicibus valet tbeorema qnod in bac Tbeoria 
pro Principio haberi debet, siquidem fuuctio C^ inter integrationum limites 
nunquam in infiuitum abeat, integrationum ordinem quocunque modo placeat 
mntari posse ita nt perinde sit cuius variabilis respectu prima, cuius re-* 
speetu secunda integratio fiat et ita porro, dummodo novarum integrationaiii 
limites idonee determluentur. Quod Principium per se clarum est si inte« 
gralis multiplicis valor ut limes summatiouis finitae deCnitur, intervallis coq- 
tinuo deerescentibus. Eins Priucipii ope facile absolvitur quaeslio, quae« 
nam expressio sub signo iutegrationis multiplicis substituenda sit elemento, 

ubi variabilium /*, /) . . . • /[ loco aliae variabiles introducanlur. 

Fiat integratio prima ip^ius f^ respectu; pro qua variabili introdu- 
catur alia x^^ slatuendo f^ esse quampiam ipsiusa?^ functionem quae invoK- 
vere potest quantitates /*, /^ .... f^^^ quae in prima illa integratione pro 
Constautibus habentur. Differentiali d/; substituenda erit, si integratio 
ipsius x^ respectu efBcienda est^ expressio aequivaleus, 

ita ut integrale multiplex propositum aequctur sequeoci, 

tarn vero integrationum ordinem mutemns neque ipsius x^ sed ipsius f^_^ 
respectu integrationem primam effioianius. liursus ipsius /^_| loeo ali; 
variabilem x^^^ introducamus statuendo fn^i esse functionem ipsius x, 
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qoampiam quae involvere polest eHam reliqoas qaantilates f, f^, f^^^, x^ 
quae in prima illa iotegratione pro Coustantibus babentur: erit integrale 
propositum 

Kursus infegradooum ordiuem matando non ipsius x^^^ sed ipsius f„.2 re* 
spedu integralio prima iostitualnr, pro qua nova yariabilis x^^^ introducatur; 
sie post quamlibet novae variabiiis introductionem ordinem iotegrationum 
immutaiido et rursus värlabilis loeo cuius respecta iutegratio prima facienda 
est uovam variaDiIem iotroducendo, pervenietur taodem ad haoc iutegralis 
(ransformati expressionem, 

MU){ib:) •■■■ i,%-y"' «'- 

In qua expressione transformata ^ni f^ ipsarum f, fi •••• fn^i, x^, porro 
fn^x ipsarum f, /I ••.. A-i, x„^i, x„ ae generaliter /i ipsarom f, fg .... 
fi^i , Xi, Xij^i .... Xn funclio, ila ut ultima f omnes novas variabiles x, x^ 
...» x„ involvat At ipstns f expressionem in fi, ipsarum fy /\ expressio- 
ues in f^, ipsarum /> /i> /*} expressiones in ^ substituendo et ita porro, 
omnes f,fi .... fn evadunt novamm variabiliom Xy Xg .... x^ funotiones, 
earnmque functionum Ueterminaos, 



^ + 4L,^ .... ALl 



secuudum theorema S« pr. probatum producto illi, 

aequatur. Qnod si producto ilii substitnimus Determinans in integrali multi* 
plici transformato , nanciseimur 

quae est formula generalis pro integrali multij^ici transformando. Quam 
formulam pro duabus et tribua variabilibos eodem fere tempore Euterus et 
Layrange invenerunt, sed iiie pauHo prios. Et baec formula egrogie ana* 
logiam differentialis et Determinantis functionalis declarat 
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13. 

De fanctioDibus alternantibus earomque divisione per 
productum e difierentiis elementorum conflatuin. 

(Auct C. 0. /• Jaeobi prof. ord. math« Regiom«) 



1. 

EJleganter olim obsenravit CL Vimdermonde, proposito DetemiDaote, 

±4ü OiOt .... On f 

91 mutentar indices in exponentes» provenire Produetimi conflatom ex omni- 
bns eleni6n(orani> 

diSerentii«, 

P 8 (Ol — ab)(«2 — «^i)(äi— ob) .-• (an — Oo) 

(<li— #2) .... (0» — aO 



Qaod sie demonstrator. Fnnctio quae elementonm Pernintatione aliqiui in 
valorem oppositnm abit, nnllnm involvere polest teminnm eadem Permuto- 
(ione immutatam ; adesse enim deberet eliam terminua oppositos et nterque 
ae mutao destrneret. Unde Prodactum P, qood duoram elementoram com- 
mutalione in valorem oppoaitoiii abit^ evolatom carere debet (erminis, 

o^, Ol Ol • f • . a« I 
in quibns dno exponentes vei plorea inter se aequaiea aant» qoippe qui ter- 
mini non motantnr dno elementa ad eandem dignitatem elata inter se eom- 
mntaudo. Hinc exponentes, 

fantmn valores indaere posannl integros poattives a se diverses et cum 
omnium summa aeqnare debeat Producfi P dimensiotiem^ 

it(ii-hi) 

2 

exponentes illi alii esse neqneant qnam^ 

Of If 2 • • • • it* 
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Qaoramciiiiqiie enim aliomm inter m divemomm summa nomerom ^^^T^) 

supenuret. CoöfBdentes aotem terminonim illomm in quibus Ooy (h ete. 
omnes inter se diversi sonti glii esse nequeunt quam 

cum in faciendo Predocto iOi (ermini ontoo modo prodncantor. Ex. gr. 
termioos, 

alifer prodaei non potest quam singolonm faeforam^ 



l^risia oomioa inter se prodncendo» Naseitor igitur Producti P evolntia 
e termino« 

SA 

ilOu^i «a •••• ^f 

elementa a^^ ag ...• a^ mve eoram indices snbscriptos 0, 1 •••• n omni- 
modis permntandOy signis insaper ea lege d^nitis ut binorum indienm eom^» 
motatione Aggreg^mn omnium terminorum in valorem oppositnm abeat. 
Qnae ipsa est Determinantis formatio^ siqnidem exponentes pro indicibns 
habentor. 

Ex autecedentibüs patet in evolvendo Prodncto P perpancos rema- 
nere terminos, longo plurimis so mntno destmeotibas. Nam producendo 

2 

factores binomiales, proTeniont termini nnmero 

w(ii-t-l) 

2 ' , 
e qnibns tantnm remiuienty 

1.2.3 .... (ii + l)t 

n -4* 1 indienm Permntationibna respondentes. Sic qnoties n as 5 , e 32768 
terminis nonnisi 720 remanent reliqnis omnibos se mntno destruentibas. 
Quamobrem rectios evolotio Prodncti eo explicator qnod instar Determinan- 
tis se babeat qnam vice versa. 
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2. 

E ootis DeterminaDdam proprietatibos similes quantitatum P petuotur. 
Sic pro tribu9| quataor etc. elementis soccessive formantor quaDlitatefl P 
per formulas, 

+ a. Ob (Ob — a,) 

(«l — Äo) (fl, — flu) («3 — flu) (fl2 — fll) (flj— fll) (fls — fli) = 

fll «2 03 («2 ~ fll) (flj — fll) (fls ~ flj) 

— fl2fl3flo(fl3— •fl2) (flo— <»2) (flu— fli) 

+ fls «0 fll (fla — fli) (fli~fl3)(fli — fl^i) 

— floflifli (fli — «b) («2 — flb) (Ö2 — fll), 

etc. etc. 

Quaeque lioea borizoutalis e praecedente obtioetiir quemlibet iodicuin 0^ 1 , 2 
etc. matando in proxime sequeBtem, oltimoiii in primiini, signo simal mutato 
aut inunatato prent eleffleotorum namenifl par aut impar est. 

Si eleraentonim numeras par est, commoda haec habetur quaiititatis 
P repraeseutaiio. Vocemas 

functionem aliquam qnantitatiioi indicibas ^t t^ •••• t^ affectarom; si for« 
DiaDdom est Aggregatmn, 

^(jt)y 'ij ^2 •••• O ®® WJ •!> h •••• •«+1» OH* 

Cl > ^> •«•• •••*•, W + 
/* * * * * \ I 



• »•»•••• 



•m, •ü, *! •••• '111—29 'm— 1/, 

id innaam dicendo, iudices 

• . • • 

•o» •!» h^ • • t • im 

^clum percurrere. Qaa in re ordo quo indicea in cyclom disponaniur 
bene leneudom est. His positis quantitatein P sie formare licet Finga- 
tar expressio, 

(fll — fll,)(a, — flj) ..-. (a^ — a^i) Sfl^flbfl!<4 .... aVioT^y 
quam qao clarios lex appareat sie seribam, 
(«I — ^) (fli — Ä2) • . . . (fl;, — fl^i) S (aoaifiihihy (flifli)* . • . . (fliH^fl.)'-" , 



vn^l 
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rab sigDO 2 omnioiodis permatatb exponentiboa^ 

In expressione illa cyclom percarrant primo elementa tria^ 
.^ecundo elementa qniuqae, 

et sie deineeps ita ut pastremo ejclnm pereorrant elementai 

«1> Ö25 O) •••• flu. 

Omniam expressionam provenientiom Aggregatam aeqQabitor ipin P. Ex. 
gr. pro quatuor elementis fit, 

+ (ä2 — au)(ai — a,)jau'al + Äb«ll («t — «i) (<% — «0 (<% — «i) 

In expressione proposita, 

(Äi — flü)(«i~«2) •••• K — a«-i)S(aofli)^(<»2flj)' •••• (««.1««)' 
eonstat summa S terminis 

/ qui Permutationibos exponeutium proveuiont. Prodactam, 

(a, — Oo) (öj — ««)••• • («I. T «*-i)» 
evolatom sappeditat termiuos 

Ubi soecessive tres, qainqae, .... it elementa cydum percorrunt, terrpinonim 
numerus ppr 3, 5 .... n mulriplicatur. Cnde Aggregatum propositum evcn 
lutum ampleetitur terminos numero, 

2 •l»2«3 ♦♦•* n •a«D«»«» llj 

quem patet aequalem esse numero» 

1 «S* 3 • • •• i^*Tr 1* 
Alia generalior ipsius P repraesentatio baec est* 

Discerpamus terminum generalem 

+ Oo ^1 ^i • • • • ^«-i 

in plura producta , veluti in tria, 



Pro discerptiooibiui io plora producta com prorsos flmäia yaleant» io ilU 
discerptiooe cM>DsistaiD. ObtioeDter omnes indiooni 0, 1^ 2 ••«. n Pennotatio* 
nes distribuendo eas in tres classes qaanini prima t + l» secuDda k — ij (er- 
tia n — k indices amplectitur, eaque distribaliooe omnibos modia facta qoibiis 
fieri potest, coiusvis classis indices omnimodis permntenton Ex n-f-l de* 
mentis eligi possnnt t -|- 1 diversa primam classem rormantia media 

1.2 ..•. i + 1 ' 

e reliqnis n — i elementis eligi possont Ar — t elementa di versa seeondan 
elassem formantia media 

1-2.... *—! ' 

reliqna n-— Ar elemenla (ertiam elassem formant, nnde distribntio n + l de- 
mentomm in tres classes illas fit modis 

1.2.. ..i+1 • 1.2.... k—i 

Elementa primae» aeeondae, (ertiae classis permutari poesont resp. modis 

qnibns Permutationibns ad singulas dislributiones adhihilis omnes emergant 
n + 1 elementomm Permatafiones 1 . 2 ••. • (n + 1). 

E (ermino 

X ^) •*!•••• ^ • X ^i-i-iÄi+a • • • t öf t ± lli^laJ^.2 • • • • a« 

provenit permotando indices 0, 1^ ..•• i, indices t + l» ^4*2 •••• t, indices 
k + ii A: + 2 .••• n, productum, 

X^)W|•«••»j • ZfX, Oi^t ^3^4« • • • t Hl • 2r X A|<H ^Hs • • « • 4» > 

quod secnndom i.t.me exbiberi potest» 

n(i^, Ol .... «i) n(ai+i, ai42 .... Hi) nc^i^o Äii+a .... a^i 
designante generaliter 

n(ö^ b, c .... p, q) 1=^ (b — ä)(e — a) .... (y— p) 
productam ex omnibns eleroentamm a, b, .... g differeatiis. Hiac eraitnr: 

p := n(flo, öl ••.. «0 = 

"" I n (Oü, ai .... a,) n<fli4i, 11^.2 .... öjt) n (a^i+i, ai+2 ••••«»)!* 
Signum iS* amplectitor (ot termiuos qaot babentar nrndi elemeuti it-f-1 in 
tres classes t-l-l» k-^iy n — k elementomm distribuendL Omnes babentar 
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eligMdo ex oomibiui iodicun 0^ 1 •••• h PermoteUoiiibus haa, 

in qoibiis Oo» tti •••• Oi iiec dod o^^^ o^ •••• a^f deniqQe csj^^i ai^2 ••*• oLn 
rase nagnitadine exd^imL Proot motaiido indioes 0^ 1 •••• n in Oq, ai 
•••• o^ Prodoclrai P immatatimi manet aot in valorem oppoaitoni abit, ier- 
mino anb aigno j9 eonteoto aignnm + ant — praefigendom est Hia obiler 
eoDUBemoratia ad proporitam pergo. 

a. 

Generaliter com iU. Cauekjf vocemos functionea äUemmUn qoae ele-* 

mentorum Permotalioniboa ant non mntantor aot in valorem oppositnm abennt. 

Quarnm est simpUcissima Prodoctom P antecedentibns eonsideratnm qaod 

ex omnibna elemeotomm diflferentiia eonflator. fiiuadeni fonctionnm eat ex- 

pressio generalis, 

JP2 ( y^^»* *** "*' ^^A 

in qna aub aigno 2 elementa a^ etc. omnimodis permutanda sunt. De 
fonetione (P reiici possnnt termiui omnes daomm elenentanim Permotatione 
immutati quippe qni se mntuo destmere debent (v. %. 1.). Hine si ponitnr 

exponentes Oo, ai .... a^ omnes inter se diversi esse debent, ne funetio 
alternas, ex eo termino proveniens, identice evanescat 

Constat et faciie probatnr, qnotiea exponentes o« eta aint integri, 
fiinctionem aiternantem, 

per ipsom P divimbilem esse. Sed non video observatom esse divisiouis 
Quotient em per formulam generalem assignari posse. Qnod ut appareat, 
investigabo eins QnoUentis, 

^ o^^^ ai^' .... aj^n 

functionem generatricenu Qua in quaestione expoiientera niinimum siatuere 
licet evanescere; si enim Oo est exponens miuimas,, expressio proposilaper 

Oai«' .... fl/» 
dividi polest. Hinc Quotientem proposifum sie exbibere licet, 

S p 

in qua expressione exponentes a^ o, etc. sunt positivi. 
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Sit qQanütatQm to^ ti «••• C ftfoctio rationalis fotegra qsaeeQDqoe, 

Sit Prodoctum ex omnibas ipsaram <o etc. differentus, 

s=s Si^i^ •••• ^Mi} 
0jt deniqoe 

f(x) = (a?~iiy)(a? — ax)(a?— o,) .... (a? — nJ. 

His positiSy secandam ipsaram t^j ti etc. diguitates descendentes . evolvamus 
expressioneiD, 

fit.)f{i,) ..../(/.«) ^ 

eiosque evolutioiiia teriniiios simol omoiiiiii A)» ^i .... /«„ digoitatibus nega* 
tivis aflectos accuratius examinemas. 

Ponendo 
fit per discerptiones in firactiones sraiplices, 

fC.)/"«,)...- A'-) "" 

"^{/'(-.)(l-«.) + /*(«.)U.-«;) ••••+/^(a.)(Ua„)}x 
<rK)('i-«.)'*'f(at)(<.-aJ •••• + f(««)(e.-a,) ! >< 

Facto Multiplicfttione, hainsmodl proTeoiont expresslones, 

o y(^tt » ^1 •**• ^w)»n(fQ, ^t .... tm) 

f(a)f\h)...\ f(p){t^-a){t,-b) .... {U-p) 

designantibos a, b .... p qaawafiqiie qoantitatoni Oq^ a^ .... a^ sive di ver- 
aas sive inter se aeqaales. Si bioae velati a et 6 inter se aequales sunt^ 
expressio (S») fit: 

E coius expressionis evolutione, cum •- — fit functio integra, iion pro- 

veiiiunt (ermiui, utriasqae to et ti diguitatibus negativis affecti. Uode si 
evolutioois respicimus (erminos o^nnium toj t^ ...: („ digoUaribas negativjs 
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affectos, in expretttoae (>.) pro ipsl» «^ i .... p quantitatQiii nb» ^ •••• ^« 
üvtrsaa eiumere sofficit Qood €um fieri non ponit m.m^n, babemiui 
proposkionetiiy qnoÜM m^n, ex expre^skm» (f«) evduta non prwtnire 
terminos simul ommum t^f tg .... t^ dipiiUUikaf negaüm affecloi. 

fiMatuendo m<n, expreaaip evolveoda aeeiwdm aiitacc. 8ic exhi- 
beri potest, 

Sub sigDo i$ pro Ipsis ii„.^ etc. someodae sunt qaaelibet m+t diversae 
quantitatam Oo? ^i •••• ^n» eaeqoe omnimodfa ioter se permotandae. Vo- 
cemus H Co^fficientem evohitionia proposifae dactam io tennfamm 

«0 n • • • • »m 5 

erit quod facUe cosstat, 

* fiOn^ /'(an-m+l) • • • • f'(ab) 

lam vero Cüin alt, 

omisso factore evaneaceote ai — a^: fit 

5. II(a„-.m9 Än-m+l •>•• ^ ^ll(/hy «i •••• Ä,,) CS 

Nam iu produclo, 

Qt factorea ioveniantor ooftniiun elemeiitanini Hoi ai .... #» diflereiiüae prae- 
ter eas 6 qaibua conflatiHr prodacdmi n(^> «i «««. ^»-1^^^^ atqne bmqper 

bis sed signis oppositis habentor * ^ fiM^rea prodocti XKfln^^y ^n-vi+i 

.... a^.m-i)* Subatitaendo (5.) emiter e 0.): 

Fit aecuudum %. \.i 

sub sjguo X omnimodia permutatia indicibna 0, 1 ..•• n — m-— |« 
obtioetur e (6.): 

8. ii SS, ( — i; ^, p ^ 

470 
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Büh signo S ODiBibiui modis pennoüitis elemeotis omibiis n^^ a^ .••• a». 
Nm io expresrione (8.) rab eigao 8 elemento d^, Ug •»•• a^ omnifflodis 
distrikiienda eralit in duas clawes resp. n^^m etc. m + t elenentorna at- 
qse elMMote aemmdae claaaia onmimodis penniitanda. la formala quae sob- 
atitiieado (70 prodit etiam elementa primae dassia oaininiodia permotanda 
aont, aada ia formala C^O aob aigno 2 elementa omnia omnlmodia in daaa 
daaaea diatribaendit el otriosqae dasaa etemenla omnlmodia permotanda snnt» 
qood periade eat ae ai elementa omnia omnimodia permntentnr (y. 8* 80* 

Bxpreatlo (80 eat dementomm Oq^ Ui •..•a^ fonctio alternaaa ratio* 
nalia iategra diviaa per Prodnetom ex omniom elementomm differentiia P» 
Cnioa Qnotienlia eat expreario (fO fonctio generatrix, qoae indagata pro- 
posita erat. laTenimoa enini^ evolota expreaaione (10» Co<iSBcientem termiui 

eaae Qoetlentem propositonu Seoraim conalderamoa eaanm qoo 

ai es n» 



Eo eaao fit formola (4): 



» 



£t Mte« 



aode 



r(-b)r(«.) .... rc«-) = (-1) • pp^ 



lUH-ft 



qoa in formola aob aigno 8 efementa Oo^ Og .... On omnimodia permotanda 
aont ExpreasAo ad dextram fonctio alteraano eat ratiooalia int^ra maxime 
generalia» qooniam (p fonctionem omninm elementonmi rationalem integram 
qoaaK^onqoo dea^at. Habetor igitor baec 

Propoaiiio. 

Sit P prodoctom ex omnibna elmaenioram a^» #i •••• a^ differen- 
tiia^ e qoo naacator 11 ponendo ipaomm Oq^ Oi «••• a^ loco reap. t^j ii 

• • • • »n ^ aic 

f{s) « (4?-.aiO(a?— fli) •••• (^~«Qf 
alqoe deaignet (P(t^j ti .... t^) ipsarom titj tg .... t^ fonctionem quam* 
conque rationalem integram ^ aob aigno 2 permotando omnimodia ele- 
menta Ho) 0g ...• üftf fit 

TT y (^0 1 ag • .. • <in) 
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expressio maxime generalis fonctioiiii ratiooalts integrae alteraantui 
divirae per Prodactom ex omniam elementorum differeatiis; Qaotiea« 
tein ittvenifuua aeqoare Codfficieotem termioi 

in evolata expressione 
Si « SS n — f , oecondim (8.) expressionis 

Sx: j, 

fonctio generatrix fit^ 

Quod fiM^ile etiam de Propositione aotecedente seqoitar. 

5. 

SttttoBunBf 

atqne obsenremoa, dividendo functionem evolvendam per 

Co6fficien(eni termini 

abire in Coöfficientem termini 

Hinc soppeditabit formnla (8.) hanc Propeationeni : 

Propoaitio. 

Fonctio alternana diviaa per Pcodoctnm ex elementoram Oof ^f**^ 
dilferentiiat 

aeqoator CoSfficienti termini, 
in evolnta expreasione 

Biqnidem 




870 13» C. G. h JMohiy du funeihmim aliernantibui. 



Observo in Prop. praecedentd ^^oeUam esse, 
Sit 

erit Ci somma omuiain prodoctorom i elemeotomm aive diversoram sive 
aequalimn e nuniero ipsorom o^, üi .... a^ deeumtoraiii. Qaae qoaotitates 
C|9 Ca etc., ponendo 

faciie per ipsas qooqoe ^i, ^2 etc. exprimiiDiiir. Sobatituendo ev^riotieiiim 
ipaius jj-r praecedente» in evolata fraetione 

m termmiia generalis 
ITnde evolota expreaaioney 

fit terminos generalis, 

s±C;.C;. .... Ci^ . AT^*-'- «r^-^^ .... /;;!:'-* r;:^"*^-^- 

EDttc Propositio antecedens snggerit formulanii 



In huius formulae altera qoideui parte omnimodis pemintanda sunt elementa 
Ooy Ol .... a^^ in altera autem indices 7, 7i •••* y», signfs + more coa- 
sneto definitis. Fit ex. gr. pro m = 0, m = 1 etc. ; 



2. 






s »—2 y y. 



etc. etc. 

Generaliter aequaiur QuotUns proposkas., 

3 ■ n^in— 1 y -y. y 
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Deierminanti quod perünet ad systeuui guaniitatum, 

'I m 

Cy^m^n— 19 iy^^m^n-ij • • • • Cy +m-ii-I 



^y— n > ^y. — » > • • • • Cy — w • 

lu bis formuILs statoeodum est qaaulitatem C iadice affectam uni(aii aeqüa- 
lern esse, iudice negativo affectam evanescere. 

Si placeret, DetermioaDs praecedens per elemöDtorum a^^ ai ...• a^ 
jpsas Combiiiatioues formatas exhibere^ in formaudis Cy.-^^-" amitti posset 

elementum anam a^, in formaodis C^-f-^-" omiUi posseut elenieiita duo a^y 

a^tj et ita porro. Constat enim non mutari DetermiDans sl singolis seriei 
horizontali terminis addantur earundem serieram Terticaliom termini multi» 
plicati per quantitates qQascmiqoe, qttae tameo pro omiiibas einsdem seriei 
horizontali terminis eaedem esse debent Porro observo si designentur per 
C'^ C" etc. Combinationes in qnibus fomiandis nnum^ duo etc. elementa 
omittuntur, fieri 

etc. etc. 

Quod facile ipsa aequatione probatur, 

Quibus Determinantis et Cottfbinationnn proprietaiibus propositum constat» 
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14. 

Zur comhiiMilftriadien Aimljrsis. 

(Vom C. G,J. JocdM orf. PtoC 4« Ifadk. m te Omcoili» n Kioigibcig ia P^.) 



Setai wui iD die GMehong, 

die BeibeoeotwlekleDg ftr 
entwicluai e^ io die Beftc^ 

•0 debt an, deb in 

l + jr+il?+^+ ete - S^ = t+*+«»+«»+ etc. 

der C^eftfllcient voa jeder PotooE «" der Einbeit gleiek wird. Es ist aber 

der CoMBeieal reo «* bi S ^ aacb deei befcemiteD Polynonialtbeoren gleidl 
dem Aggregate 

* 2»a« ....nan»no....* 
wo 

B« mub daber die Gleidiang Statt findea: 

*• ^2»3«....nanftnfi.... "* *» 

wenn man för d;, b, e, .... aolcbe gaase poeitive Zablen, die Neil nit ein» 
begriffen, setzt, fär welcbe 

0+3i^+3<;4' etc. 
denselben Wertb bebftit,' es aiag dieser Wertb flbrigens sein ,• welcher er 
wolle. Die Gleichung (2.) kann man durch rein combinatortsche Betrach- 
tungen beweisen. 

Wenn man die Zablen 1, 3, 3, <... n versetzt, so wird durch diese 
Versetzung eine Zahl it in t,, >, in tj u. s.w. und zuletzt i„ wieder in i^ 
■dbergebea, wo «m tj .... •« aimmüicb von einander verschieden sind. Sind 
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hiermit die n 2aiAtn ooch niebt erschöpft oder i^ aK,n^ so ndioie mw 
von den übrig gebliebenen ZaUen irgend eine ia^i\ diese wird durch die 
belrachiete Versefznng in 104.21 diese in iV|.s u.9.w. und Knietet 1^ in i^^i 
fibergeben, wo wieder i^^x^ i,,^ ••••iß simntlich von einander verschieden 
sind. Auf diese Weise kann man fortfahren bis sämmiiiche n Zahlen er- 
schöpft sind. Bezeichnet man mit 

3« (^^1^ • • • • ttf) 

die Art der Versetzung 9 wonach jede der Zahlen ^9 1*1 •••• t,, in ihrer 
Reihenfolge in die nächste 9 die letzte in die erste fibergebt, so wird man 
durch Versetzung der a Zahlen in dem Ausdrucke (3.) nur 

1»3«3 •••• ft — 1 SS — 

a 

verschiedene Arten des Ueberganges der Zahlen in einander erhalten, weil 
je a Ausdrucke 

tit2 •••• fa^j \hh •••• •••i/ • • • • yßohh •••• *«— ty 

nur dieselbe Art dieses Ueberganges bezeidinen. Man kann daher sämmt- 
liehe Versetzungen der n Zahlen erhalten, indem man die n Zahlen auf 
alle mögliche Arten in Gruppen, z. B. in a Gruppen von einer, in b Grup- 
pen von zwei« in c Gruppen von 8 Zahlen theilt, wo 

a + 2ft-|-3c-|- etc. = n, 

und iu jeder Gruppe z. B. von a Zahlen die verschiedenen 

Ha 

Arten bildet wie die Zahlen auf die angegebene cjclische Weise in ein- 
ander übergehen. Wenn iu einer Gruppe sich nur eine Zahl befindet, so 
heifst dieses so viel, dafs diese Zahl in der betrachteten Versetzung ihre 
Stelle überhaupt nicht ändert. 

Mau kann n Zahlen auf 

Tln 

Uallbnc .... (112/(113)*''.... 

verschiedene Arten in a Gruppen von einer, b Gruppen von 2, c Gruppen 
von 3 Zahlen u. s. w. tbeilen, wie durch einfache combinatorische Betrach- 
tungen hinlänglich bekannt ist. In jeder Gruppirung giebt nach dem Obigen 

112 n3 

jede Gruppe von 2 Zahlen y , jede Gruppe von 3 Zahlen -^ u.s. w. ver- 
schiedene Arten wie die Zahlen derselben Gruppe den cyclisehen Uebergang in 

Cr«U«*s Joarmü d. M. Bd. XXII. Hft 4. 48 
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einaiHler halleo können. Es wird daber jede Gruppiruug der genannten Art 

(f)' ("/)' • • • • 

Versetzungen geben, und da man 

Un 

UaUb IIc....(n2)*(II3)*^ ..-. 

solcher Gruppirungen bat, so werden alle Gruppirungen, in denen die n Zah« 
len in a Gruppen von einer, 6 Gruppen von zwei, c Gruppen von drei 
Zahlen u. s. w. getbeilt werden , wenn alle Zahlen jeder Gruppe auf alle 
mögliehe Arten cyclisch in einander fibergeheu, zusammen 

Tln 

TlanbJlc .... 2*3* .... 

Versetzungen ergeben. Giebt man den a, hj c .... alle Weribe, ftir welche 
a-|-2^ + 3^-f" ^tc s=5 n, so mufs man sammtlicbe Tln Versetzungen der 
n Zahlen erhalten, so dals man 

1 _ S 1 

* ~ ^HaUhTlc .... 2*3^ .... 

erliaU, welches die zb beweisende Gleichung ist* 
18. März 1841. 
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15- 

Untersuchungen über die Theorie der complexen 

Zahlen. 

(Von Herrn Professor 6. Lejeune Diricklet en Berlin.) 

[Auszng aus einer der hiesigen Akademie der Wissenschaften am 27. Mai d. J. Torgelesenen Abhandlung J 



JLIa sich diese Uotersucbaogea «owobl biDsicbdicIi der darifi befolgten Me* 
thode als darcb ibre Resultate, ao fräbere Arbeiten des Verfassers aur 
scbliefsen, so wird es zur leicbtern Verstandlicbkeit der bier zu gebenden 
Andeutungen zweckmäfsig sein, wenn wir diesen eine kurze Erwähnung 
einiger der fruber behandelten Fragen ▼orausschicken. In einer Abhand- 
lung, welche unter denen der Akademie für das Jahr 1837 gedruckt ist^ 
hat man sich die Aufgabe gestellt, den langst bekannten und oft als Lemma 
benutzten Satz, nach welchem jede arithmetische Reihe, deren erstes Glied 
und deren Differenz keinen gemeinschafdiehen Factor haben, eine unend- 
liche Anzahl von Primzahlen enthält, in aller Strenge zu beweisen. Der 
dort entwickelte Beweis bietet das MerkwQrdige dar, dafs er ungeachtet 
der rein arithmetischen Natur des zu begröndenden Satzes wesentlich auf 
der Betraehtung stetfg veränderlicher Gröfisen beruht, indem derselbe von 
der Bildung unendlicher Reiben ausgeht, die wie die schon von Euler in 
der Infrod. in Analjf. inf. bebandelten durch Multiplicalion einer unend- 
lichen Anzahl von Factoren entstehen. Diese neuen Reiben unterscheiden 
sich jedoch darin von den Eulersehen, dafs in die Factoren, von denen je- 
der ein Glied der Reihe der Primzahlen enthält^ noch Potenzen von Wur- 
zeln der Einheit eingehen, deren Exponenten mit den sogenannten Indices 
der Primzahlen zusammenfallen , wenn diese mit allen übrigen auf ein Sjf- 
stem primitiver Wurzeln bezogen wird. Sobald man den eben angedeu- 
teten Weg betreten hat, scheint sich der Beweis mit der gröfsten Leichtig- 
keit, und so zu sagen, ganz von selbst zu gestalten, allein bei aufmerk- 
samer Betrachtung bemerkt man eine Schwierigkeit, ohne deren Beseitigung 
das Yerfabrea ganz illusorisch werden, oder doch nur auf besondere Fälle 
anwendbar sein wdrde. Diese Schwierigkeit besteht in der för den Er- 
folg unerläfslichen Nach Weisung, dafis die Summen gewisser Reiben, deren 
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Convergenz leicht eiozosehen ist, toq der Noll versrcbieden sind, uod hat 
uicht etwa, wie mau es zooicbst Termathen sollte, ihren Gmod in der 
Unmöglichkeit die Summalion auszufahren. Diese Operation ist vielmehr 
iu allen Fällen leicht zu bewerkstelligen, allein der endliche Ausdruck, 
welchen man dadurch erhalt, gewährt keine Erleichterung für die gefor- 
derte Nachweisung und es ist im Allgemeinen eben so schwer aus der 
Summe in endlicher Form zu erkennep, da(s sie von Mull verschieden ist, 
als dies bei der ursprünglichen Beihe der Fall war. 

Nach mancherlei fruchtlosen Versuchen war es zwar gelungen, die 
erwähnte Schwierigkeit vollständig zu öberwindeu; doch waren die Be- 
trachtungen, zu welchen man seine Zuflucht zu nehmen gendthigt war, so 
complicirt und indircct, dafii sie nur wenig befriedigen konnten und die 
Auffindung eines ktirzern und der Natur der Sache mehr entsprechenden 
Verfahrens sehr wöuscheuswerth machen muCsten. Wiederholte auf diesen 
Gegenstand gerichtete Bemühungen hatten denn auch endlich den beab- 
sichtigten Erfolg, und führte m dem unerwarteten Besultate, dafis die er- 
wähnten Beiben mit einer Aufgabe zusammenhangen, deren Lösung in eioem 
der wichtigsten Theile der Zahlenlehre eine längst gefühlte Lücke ausfüllu 
Die Theorie, wovon wir reden, ist die der quadratischen Formen, welche 
zuerst von hagrange begründet, später durch Legendre und besonders 
durch Gauf9 zu einem hohen Grade der Ausbildung gelangt ist. Bekannt* 
lieh sind die Eigenschaften solcher Formen hauptsächlich von einer durch 
ihre Coeilicienten bestimmten ganzen Zahl, welche die Determinante der 
Form heitst; abhängig, und Lagrange hat gezeigt, dafs jeder Determinante, 
sie sei positiv oder negativ, nur eine endUche Anzahl wesentlich verschie- 
dener Formen entspricht, so wie derselbe grofse Geometer auch das Ver- 
fahren augegeben hat, nach welchem sich für jede numerisch gegebene 
Determinante diese wesentlich verschiedenen Formen darstellen lassen» 
Die Frage nach dem allgemeinen Zusammenhange zwischen der Anzahl 
der Formen und der Determinante wird jedoch durch die Kenntnils diese» 
uur in bestimmten Fällen auszuführenden Verfahrens nicht erledigt und 
diese Frage ist es nun, welche in den oben erwähnten Untersuchungen 
ihre Lösung erhält. 

Von den daraus hervorgehenden Besultalen, welche in diesem Jour- 
nal (Bd. XIX. u. XXL) ausführlich entwickeil worden sind, ist für uosern 
Zweck nur zu erwähnen, dafs die Abhängigkeit der Anzahl der Formeu 
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von der Deterininanle sich in einer ganz verschiedenen Weise darstellt, 
je nachdem die Determinante negativ oder positiv ist. Im crsteren Falle 
ist diese Abhängigkeit rein arithmetischer Natur, während der Aasdruck für 
die Anzahl der Formen im zweiten Falle gewisse Verbindungen im Coef- 
ficicnten der Hfllfsgleichungen enthält, welche bei der Kreistheilung vor- 
kommen. 

Was nun die neuen Untersuchungen betrifTt, deren ersten Theil die 
der Akademie vorgelegte Abhandlung enthält, so haben diese den Zweck, 
die eben angeführten Resultate auf die Theorie der complexen Zahlen aus- 
zudehnen. Den Gedanken, complexe ganze Zahlen, d. h. Ausdrücke von 
der Form <+«/— 1, in die höhere Arithmetik einzuführen, verdankt man 
dem berühmten Verfasser der Disq. arithm., welcher auf diese Erweite- 
rung durch seine Untersuchungen über die Theorie der biquadratischen 
Beste geführt worden ist, deren Fundamentaltheoreme nur dann in ihrer 
höchsten Einfachheit und ganzen Schönheit erscheinen, wenn man sie auf 
complexe Primzahlen bezieht. Die Wichtigkeit des so erweiterten Begriffs 
der ganzen Zahl ist jedoch nicht auf die eben erwähnte Anwendung be- 
schränkt; es wird vielmehr durch dessen Einführung den Untersuchungen 
der höheren Arithmetik ein neues Gebiet aufgeschlossen, auf welchem fast 
jede Eigenschaft reeller Zahlen ihr Analogen findet, welches nicht selten 
der erstem hinsichtlich der Einfachheit und Eleganz gleichkommt oder sie 
gar übertrifft. So gilt z. B. der angeführte Salz über die arithmetische 
Reihe auch noch für complexe Zahlen, d. h. der Ausdruck an + b enthält 
unendlich viele complexe Primzahlen, wenn man darin a und b als gege- 
bene complexe Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor, n dagegen als eine 
unbestimmte complexe Zahl betrachtet. Der Beweis bleibt dem für reelle 
Zahlen sehr ähnlich, und diese Aehnlichkeit erstreckt sich auch auf den 
hier gleichfalls vorkommenden Umstand, dafs man zu zeigen hat, dafs ge- 
wisse convergirende Reihen Summen haben, welche von Null verschieden 
sind. Die Analogie machte es im höchsten Grade wahrscheinlich, dafs 
zwischen diesen Reihen und der Anzahl der quadratischen Formen für die 
entsprechende complexe Determinante ein ähnlicher Zusammenhang Statt 
finden müsse, wie er früher für reelle Determinanten nachgewiesen worden 
war. Doch war dieser Zusammenhang in der Theorie der complexen Zah- 
len weit schwerer aufzufinden, nicht nur wegen der gröfsern Complication 
des Gegenstandes, sondern hauptsächlich deshalb, weil die Theorie der qua- 

Crelle's Journal d. M. Bd. XXII. Hft. 4. 49 
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dralischon Formen auf dem Gebiete der complexen Zahlen noch ganz un- 
ausgebildet war und es also erforderlich wurde, die bekannten Sätze der 
Theorie der quadratischen Formen im gewöhnlichen Sinne des Wortes der 
Reihe nach durchzugehen, um zu erkennen, mit welchen Modificationen sie 
für complexe Zahlen gelten. 

Nach dieser vorläufigen Untersuchung gelangt man in der Thal dahin, 
den vermutheten Zusammenhang nachzuweisen und es bleibt alsdann nur noch 
übrig, die erwähnten Reihen zu summiren, um den Ausdruck zu erhalten, 
welcher die Anzahl der Formen für eine complexe Determinante als Function 
dieser Determinante bestimmt. Als scbliefsliches Resultat der Untersuchung 
stellt sich heraus, dafs die Abhängigkeit der Anzahl der Formen von der 
Determinante derjenigen ganz ähnlich ist, welche in dem zweiten der obea 
angeführten Fälle Statt findet, nur mit dem Unterschiede, dafs die Rolle, 
welche dort die Ilülfsgleichungen für die Kreistheilung spielen, hier von den 
Gleichungen übernommen wird, welche sich auf die Theilung der Lemniscate, 
oder was dasselbe ist, auf die Theilung der elliptischen Functionen beziehen, 
welche dem Modul ]^^ entsprechen. 

3Ierkwfirdiger noch als dieses allgemeine Resultat ist ein besonderer 
Fall, wo die Anzahl der Formen unabhängig von der Theilung der Lemnis- 
cate bestimmt werden kann. Es ist dies der Fall einer reellen Determinante D; 
für eine solche ist nämlich, wenn man sie in der Theorie der complexen 
Zahlen betrachtet, die Anzahl der Formen ein Product von drei Factoren, 
wovon der erste eine einfache algebraische Function der Determinante dar- 
stellt, während der zweite und dritte mit den Zahlen zusammenfallen, welche 
in der gewöhnlichen Theorie der quadratischen Formen bezeichnen, wie viel 
Formen für die Determinanten + D und — D Statt finden. 

Dieses Resultat enthält, wenn wir uns nicht sehr täuschen, einen der 
schönsten Sätze der Theorie der complexen Zahlen, und mufs um so mehr 
überraschen, als in der Theorie der reellen Zahlen zwischen den Formen, 
welche zwei entgegengesetzten Determinanten entsprechen, gar kein Zusam- 
hang zu bestehen scheint. 



16. Brune, eine Eigenschaft des Vierecks, 379 

16. 

£ine Eigenschaft des Vierecks. 

(Von Herrn Rcchnungsrath Brutie zu Berlin.) 



JLdehrsatz. Wenn man in einem Vierecke mit jeder der beiden Diago- 
nalen durch den Mittelpunct der andern eine Parallele zieht und den Durch- 
schnhtspunct dieser Parallelen mit den 3Iittelpuncten der vier Seiten durch 
gerade Linien verbindet, so Iheilen letztere das Viereck in vier flächen- 
gleiche Theilo. 

Beweis. In dem Vierecke ABCD (Taf. IL Fig. 1.) seien die Dia- 
gonalen AC, BD in den Puncten K, L halbirt, ferner sei MN durch L parallel 
mit ACy so wie QR durch K parallel mit BD gezogen. Man verbinde so- 
wohl den Durchschnittspunct P dieser Parallelen mit A, B, C, D, als auch L 
mit Ay Cy und K mit B, D; so ist 

1. ABP+PBC=^ABC+APC=:=ABC+ALC 

= ALB+LBC = \ABCD, 

2. PBC+ PCD = BPD + BCD = BKD + BCD 

= BCK+KCD = ^ABCD, 

3. ADP+ PCD ^ACD- APC = ACD - ALC 

= ALD + LDC = \ ABCD; 
folglich 

(aus 1. und 2.) ABP = PCD, 

(aus 2. und 3.) PBC = ADP, 

mithin auch, wenn nur die vier Seiten in E, F, G^ H halbirt und diese 

Functe mit P verbunden sind, 

AEP = EBP = CGP = GDP, 

AHP== BFP^FCP = HDP, 

und daher 

AEP+AHP = EBP+ BFP =^ CGP+FCP = GDP+ HDP, 

das ist 

AEPH = EBFP = FCGP = GDHP = j ABCD, 

w. z. b. w. 

Hätte das Viereck einen einwärts gehenden Winkel, z. B. in C, so 

wäre in der Beweisführung, wie leicht zu übersehen ist, nur das Zeichen + 

vor den Dreiecken BCD, LBC, LDC, in das entgegengesetzte (— ) zu 

verändern. 
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Druckfehler in diesem Bande. 



S. 4 Z. 3 V. u. statt 6. 8 1. 68 

— 19 letzte Zeile st. a 1. a 

— 20 Z. 2 V. 0. st. a }. a 
— 11 V. 0. st a I. a 

— 21 — 7 V. o. st. a \. a 

— 4 V. u. st. Zwischenwechsel I. Zeichenwechsel 

— 22 — 9 V. u. st. mehre 1. mehr 

— 40 — 5 V. u. St. f'x 1. F^x 

— 44 — 13 V. 0. st. > 1. < 

— 52 — 1 V. 0. St. /•'+» 1. /«+^ 

— 59 — 13 y. u. st. welche seine 1. welches eine 
_303 — 3 y. 0. st. instruerunt 1. innotuerunt 

-^b - J y. u. St. i.2.3....(m + l) 

I (n + m + iXn + fn)....(n + 2) 
1 • 2 . 3 . • . • f /i 
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